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Prefácio 


Em prosseguimento aos assuntos tratados nos dois volumes ante- 
riores, fazemos neste livro uma introdução às integrais curvilíneas e de 
superfície. 

“Tradicionalmente, as superfícies sobre as quais se calculam essas in- 
tegrais são aquelas contidas no espaço tridimensional. Isto permite que 
se integrem campos de vetores. Se, entretanto, a co-dimensão da su- 
perfície é superior a 1 (mesmo que ela seja bidimensional), nela não 
faz sentido integrar um campo de vetores. O objeto adequado para ser 
posto sob o sinal de integral é uma forma diferencial, dado o seu caráter 
intrínseco, independente da parametrização tomada para representá-la 
analiticamente. 

Outra grande vantagem das formas sobre os vetores é o seu lado func- 
torial, que se exprime assim: se f: M — N é uma aplicação diferenciável 
da superfície M na superfície N, a cada forma w em N corresponde uma 
forma f*w em M e a correspondência w +» f* goza de propriedades 
simples, elegantes e úteis. (Trata-se, na verdade, de uma formalização 
do antigo conceito de mudança de variáveis.) Campos de vetores, por 
seu turno, são rígidos. Não se prestam a mudanças de variáveis, salvo 
em casos bem especiais. 

A Análise Vetorial clássica gira em torno dos chamados Teoremas 
Integrais, associados a nomes ilustres como Gauss, Green, Stokes, Rie- 
mann, Ostrogradsky, etc. Com o uso das formas diferenciais (especial- 
mente da diferenciação exterior devida a E. Cartan) todos esses teoremas 
se reduzem a um único, conhecido (um tanto injustamente) como Teo- 
rema de Stokes, o qual se exprime de maneira concisa e elegante sob a 
forma foy = Jay do 
Explicar o significado da igualdade acima, esclarecendo cada conceito 
a envolvido, dar algumas aplicações e ilustrar as diversas utilidades 
seus componentes é o principal objetivo deste livro. 

É quase desnecessário esclarecer que este pequeno trabalho contém 
penas uma introdução a alguns assuntos relevantes, cuja presença no 
portante. Os tópicos aqui apresenta- 


Índice Remissivo ... 


dos serão reencontrados mais tarde em diferentes teorias matemáticas. 

Para a publicação deste livro, contei com a colaboração de Fran- 
cisco Petrúcio, que cuidou das figuras, Aryana Cavalcante, que fez uma 
cuidadosa revisão, José Regis, que revisou os dois primeiros capítulos e 
Wilson Goes, que se encarregou da digitação. 


Rio de Janeiro, junho de 2007 
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Integrais Curvilíneas 


1 Formas diferen 


is de grau 1 


Como vimos no Vol. 2 (pag. 101), se f: U — R é uma função diferen- 
ciável no aberto U C R”, sua diferencial em cada ponto z € U é o 
funcional linear df(x) € (R?)* cujo valor no vetor v € R” é 
dle) v= DL (a) = (grad So). 
Na notação tradicional do Cálculo, a base canônica de (R"}*, dual 
da base canônica {e1,---, €n} C R", é representada por (day,..., dën}. 
A expressão do funcional df (z) em termos desta base é 


dito) =) PL) das 
as 

Isto sugere a definição seguinte. 

Uma forma diferencial de grau 1, ou simplesmente uma 1-forma de- 
finida no conjunto X C R", é uma aplicação w: X > (E"). A cada 
ponto s€ X, w associa o funcional linear «(1), o qual se exprime em 
termos da base (dz;,...,dzn) C (R")* como 


wlz) = Sat) «da. 
a 


As funções ajs.. an: X = R, cujos valores em cada ponto a € X 
são as coordenadas do funcional w(x) na base canônica, são tais qu 
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a(z) = co(x) -e;. Quando X =U C R" é aberto e essas funções são de 
classe C*, diz-se que w é uma forma de classe C* e escreve-se w € C*. 
Se w = df é a diferencial de uma função f: U > R, diz-se que w é uma 
Jorma exata em U e que f é sua primitiva. Evidentemente, se c € R, 
f + c também é primitiva de w. 


Ao afirmar que a forma w é exata, é indispensável especificar seu 
domínio U. Uma forma w: U — (R")* pode ser exata num aberto 
V CU e não ser exata em U. 

Intimamente associado à l-forma w: X — (R")* é o campo de ve- 
tores'v: X > R" tal que w(x) - u = (v(x),u) para todo vetor u € R" 
e todo ponto z € X. Em cada ponto z € X, se u(z) = D as(z)dz; 
então v(z) = (ar(x),...,Qn(2)) = D a;lz)ei. A forma w = df é exata 
se, e somente se, v = grad f. A função f chama-se então uma função 
potencial do campo v. 

Assim, o estudo das formas diferenciais de grau 1 definidas em sub- 
conjuntos do espaço R” equivale ao estudo dos campos de vetores de- 
finidos nesses conjuntos e a questão de saber se uma forma é exata ou 
não corresponde a indagar se o campo de vetores que lhe corresponde é 
um campo gradiente. 

Uma condição necessária para que a l-forma « = 3) asdz;, de classe 
C? no aberto U C R", seja exata é que sejam satisfeitas as chamadas 


ENE dai da, 
condições de integrabilidade J = J (bj = l-n) 
Com efeito, se w = df então a; = 3f /ðz; , portanto 


em virtude do Teorema de Schwarz. Analogamente, as condições a. 
7 
da 


des 
por v(2) = (ai(2),... ,an(2)), seja o campo gradiente de uma função 


J: U > R, de classe C?. 

Quando w: U — (R")*, de classe Cº, cumpre as condições ĝa; /ðz; = 
ðaj/ðzi , diz-se que a forma w é fechada. Com esta terminologia, toda 
forma exata é fechada. 

Mas nem toda forma fechada é exata. Um exemplo é fornecido pela 


são necessárias para que o campo de vetores C!, v: U —+ R”, dado 
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forma N: R? — (0) — (R?)* definida por 


pa E 
sputa 


May) = dy. 


Escrevendo N = adz + bdy, um cálculo simples mostra que 


LAEE a AA 
de y dy! 


logo 9 é fechada. Entretanto, se U C R? — (0) é um aberto que contém 
uma circunferência C, de raio r e centro na origem, Q não é exata em 
U. Para mostrar isto, consideraremos o campo de vetores v: U — R?, 
associado a 9, o qual é dado por 


= (Bo É 
wen = (sã). 


y 


Figura 1. Campo de vetores unitários u(z, y) = (5, ) 
igi p (eu) = vs va 


«u(2,y) é associado à forma Q. 


a 
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Provaremos que v não é o gradiente de uma função f: U > R. 
Com efeito, uma tal f, com v = grad f, assumiria um valor máximo no 
ponto p da circunferência C, a qual é um conjunto compacto. Então 


v(p) = grad f(p) seria normal a C, logo múltiplo do vetor Op o que é 
absurdo. 

Conhecida como o elemento de ângulo no plano, a l-forma 2 provém 
da tentativa de definir, no aberto U C R? — (0), uma função-ângulo 
9: U — R, de classe C%, cujo valor em cada ponto z = (x,y) € U seja 
uma determinação em radianos do ângulo que o semi-eixo positivo das 
abcissas faz com a semi-reta Oz. Mais precisamente, 8: U —> R deve ser 
C% o, para cada z = (2,9) € U, deve-se ter 


z 
aota =e 
costan) + 


Ay 


e sno) (9) 


VETA 


Figura 2. A função-ângulo 0. Tem-se cosê(z, y) = 2/27 F 3º. 


A relação entre a l-forma f e as funções-ângulo é estabelecida pelo 
teorema seguinte. 
Teorema 1. Há uma junção-ângulo 6: U — R no aberto U C Rê — {0} 

E E 

de + = 
P e a TT 
Demonstração: Mostraremos primeiro que se existir uma função-ângulo 
0; U = R então d9 =Q em U. Com efeito, das igualdades (*) acima 


se, e somente se, a forma Q = dy é exata em U. 
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resulta que 
o ð 
aelcosO(a,u)] = 5 
istoé a, 
% 
a =y 


Segue-se que 


de T zr y7 em todos so pontos (2,9) € U com y # 0. De 
modo análogo, derivando em relação a z ambos os membros da segunda 
das igualdades (*) e utilizando a primeira delas, obtemos 


o z -y z tomo aa 
O GT 


em todos ós pnto (2,9) € U com z # 0. Como U C R?-— {0}, 

ir mina 

concluímos que 77 = zra 

nao eee AS DOS E 

+ e vê que = oo 

A demonstração da recíproca é mais longa e resulta da seqiiência de 
proposições que estabeleceremos abaixo. 


em todos os pontos de U. De modo 


semelhant 


logo d9 = N em U. o 


ma função-ângulo então O: U — R 


Proposição A. Se 0: U +» R é u 
=0+2km onde k € Z é constante em 


também é se, e somente se, O 
cada componente coneza de U. 
Demonstração: Basta observar que dois números reais têm o mesmo 
seno e o mesmo cosseno se, e somente se, diferem por um múltiplo inteiro 
de 27. E, além disso, uma função contínua com domínio conexo e valores 
inteiros é constante. jm] 


Proposição B. Se p = Ob é a semi-reta em R? que parte da origem e 
contém o ponto b€ S!, então eriste uma junção-ângulo 0: R? — p = R. 

Demonstração: A função de Euler E: R > S}, definida por E(t) = 
(cost, sent), é um difeomorfismo local sobrejetivo entre as “superfícies” de 
dimensão 1, Re S!, pois sua derivada é # 0 (logo bijetiva) em todo ponto 
LER. Assim, quando restrita a um aberto U C R no qual é injetiva, 
eomorfismo de U sobre E(U). Em particular, em todo inter- 
aberto (a, a +27) de comprimento 27, E é um difeomorfismo sobre 
{b}, b5 Ela). Dado b € $!, escolhemos um ponto a € R tal que 
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a) = b, definimos a pino »ângulo 9: R? — p -+ R pondo, para todo 
= (1,9) € R? — p, (2) = E-Ma/lal). 


= (cost, sent) 


I 
Figura 3. A função de Euler E: R — S'. 


(Note que, como z ¢ p, tem-se z/|2|  b. logo E~": S'—{b} > (a, a+27) 
está definida no ponto z/|z].) o 
Corolário 1. Todo ponto z € R?— {0} é centro de um disco aberto onde 
está definida uma função-ôngulo. 
Corolário 2. Se uma função 0: U — R, contínua no aberto U C 
— {0}, é tal que cos0(2,u) = z/y/ 27+ y? esenb(z,y) = y/v/ 17 + y? 
para todo ponto (2,3) € U então O € CS e, portanto, é uma função- 
ângulo. 
Com efeito, todo ponto zo = (70,30) € U pertence a um disco aberto 
D CU, no qual está definida uma função-ângulo 9. Como cos8 = cosĝ 
en = sen8 em U, segue-se que para todo ponto z = (x,y) € D 
je um inteiro k tal que 8(£,y) = (z,y) + 2kn. Como 8 e 8 são 


ntínuas no conjunto conexo D, o número k é constante em D. Sendo 
ô de classe C®, concluímos que 0 € C% na vizinhança de um ponto 
rário žo € U, ou seja, O: U — R é uma função-ângulo. [a] 
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Corolário 3. A forma elemento de ângulo é localmente exata. 


R a a+r 


p 


Figura 4. Uma função-ângulo 9: R? — p — R. 


Proposição C. Seje U = U Da um aberto conero em R2, expresso 
AEL 

como reunião de discos abertos. Suponha que a cada À € L corresponde 

um número real ty tal que ty — ty € Z sempre que Da N Dp É Ø. Se, 


para algum Ag € L, tem-se ty, € Z então ty € Z para todo XE L. 
Demonstração: Dado arbitrariamente À € L, existem discos Dag, Dy,+ 
«Dx, = D) tais que Dy N Dy; £ 2, para i = 1,...,k, pois U é 
conexo. Então ty = (tx, — ta) +- + (taa — ta) + (fai — tao) + tag É 
ma soma de inteiros, logo tà € Z. o 


Observação. A reunião dos discos D}, À € L, que podem ser ligados 
a Dj, por uma cadeia da forma acima é certamente um aberto em U. 
Também é aberta a reunião dos discos Dy, À € L, que não podem 
ser ligados a Ds, desta forma. Esses dois abertos são disjuntos e o 
primeiro não é vazio. Então o segundo é, pois U é conexo. Isto justifica 
firmação feita na demonstração. 


A proposição seguinte completa a demonstração do Teorema 1. 


Proposição D. Se a forma elemento de ângulo N é exata no aberto 
U © R? — {0} então existe uma função-ânguio definida em U. 
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Demonstração: Suponhamos inicialmente que U seja conexo. Seja 
J: U > R tal que df = N em U. Pelo Corolário 1 da Proposição B, 


podemos escrever U = U Dx de modo que em cada disco aberto Da 
XEL 
está definida uma função-ângulo Øx: Dy + R. Fixemos um Ao € L. 


No conjunto conexo Ds, as funções f e Ox, têm a mesma diferencial 9. 
Portanto f — Ox, = c é constante em Da. Substituindo f por f — c, 
que também é uma primitiva de 9, podemos admitir que f = x, em 
Drs» Para todo A € L, a diferença f -) é constante em Da; ponhamos 


h= zí- 03). Se Dx N Dp + Ø, como Ox € Oy são funções-ângulo no 
cantio Gneo DXN Dpto dis 


tatu E -0 -= E Oua) 


é um inteiro. Além disso, t, = 0. Segue-se da Proposição C que ty € Z 
para todo À. Consegiientemente, f (ou f — e na notação inicial) é uma 
função-ângulo. Caso U não seja conexo, o argumento acima prova que 
existe uma função-ângulo em cada componente conexa de U, a qual é 
um conjunto aberto. Essas funções, consideradas conjuntamente, dão 


uma função-ângulo 8: U > R. o 

Exemplo 1. Uma função u: U = R, de classe C? no aberto U C 

diommis-so Jiirinôiica quaiido aiia a equaçãi-de Taplin L pt 
s q equaçi pi e aa ao 


O. Isto equivale a afirmar que a l-forma w = EA dj, E de dy, definida 
em U, é fechada. Para que a forma w seja exata, deve existir uma função 
ðv -ðu ðv _ ðu 
dz dy “dy dr 
equações de Cauchy-Riemann. (cfr. Vol. 2, Cap. 5, Exemplo 7.) Elas 
significam que a função f: U —> C, definida por f(z) = u(z) + iv(z), 
é holomorfa, isto é, possui derivada no sentido complexo em todos os 
pontos de seu domínio U. Portanto a função harmônica u: U — R é 
a parte real de uma função holomorfa f: U — C se, e somente se, a 


1-forma fechada w: U — (R?)', w = 


Estas são as 


Exemplo 2. Vejamos dois casos particulares do! Exemplo 1. A função 
u: R? > R, definida por u(z,y) = 22 — y?, é harmônica. A l-forma 
a ela associada é w = 2ydz + 2rdy, a qual é exata: w = dv, onde 
v(z,y) = 22y. E, de fato, u é a parte real da função holomorfa f: C =» C, 
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4(2) = 22. Por outro lado, a função harmônica u: R? — (0) > R, 
1 
ufs, y) = 5 log(2? +y?) origina a Lforma O = 


1 
que não é exata em R? — {0}. Logo, u = z8’ +g?) não é a parte 
real de uma função holomorfa em R? — {0}. 
Exemplo 3. Seja f = a + ib uma função holomorfa no aberto U C C. 


Em virtude das equações de Cauchy-Riemann, as 1-formas w = adz—bdy 
e = bdz + ady são fechadas. Elas são exatas em U se, e somente se, 


existem funções u,v: U > R, de classe C?, tais que a =a; a =b 

w 
KA E O função complexa g = u + iv: U — C cumpre 
E ` 


3u (du 


dada por f = a + ib, possua uma primitiva g: U — C (isto é, g' = 
$) é necessário e suficiente que as 1-formas fechadas w = ads — bdy e 
4 = bdz + ady sejam ambas exatas em U. 


Exemplo 4. Como caso particular do Exemplo 3, tomemos f: C — 
{0} => T, f(z) = 1/2 = z/{1? +4?) — iy/(2? + 42). Com a notação 
acima, temos w = (rdy+ydz)/(22 +y”) e p = 9 = elemento de ângulo. 
A Tforma w é exata em C- {0}; de fato w = du, onde u = log 22 + y?. 
Mas sabemos que 9? não é exata, logo f não admite primitiva em C- (0) 
Para concluir estas considerações gerais sobre 1-formas fechadas e 
exatas, ampliaremos a validez do Corolário 3 da Proposição B acima, 
provando que todo ponto do domínio de uma forma fechada possui uma 
vizinhança, restrita à qual a forma é exata. Este é o significado do 


Teorema 2. Toda forma fechada é localmente ezata. 


Demonstração: Provaremos que, num disco aberto em R”, toda forma 
fechada é exata. Para simplificar a notação, consideraremos a forma 


fechada w = adz + bdy + cdz, definida no disco aberto U com centro na 


da Ob da de db de 
TE 3 fp ia a E a 
origem em Rº. Temos z “de è pa T dp Deinimos a 


função f: U — R, pondo, para todo (1, y,2) € U: 


1 
au 2) = j [e(tz, ty, toa + bite ty, tz\y + cltes ty, tz)z] dt 


Cap. 1 


Designemos por à: [0,1] -+ U o caminho retilíneo que liga a origem 
ao ponto (29,2) € U. Pela Regra de Leibniz (derivação sob o sinal de 
integral, cfr. Teorema 3 do Cap. 3, vol. 2) temos 


da o» de 
= + ut i, 
arteta Yt e] di 


onde as derivadas parciais são calculadas no ponto (tz,ty,tz). Como 
e = ðafðy e Əcfðr = ða/ðz, podemos escrever 


Alesana 
va) sta "ta 


Ji (ao A)! -t+ a]dt = [iea j'dt = a(z, y, 2) 


De modo análogo se vê que Ha =be E = c, logo df =w. 


Figura 5. Conjuntos estrelados. 


Observação. Um conjunto X C R" chama-se estrelado quando contém 
um ponto p (o vértice) tal que o segmento de reta unindo qualquer 
ponto x € X a p está contido em X. Por exemplo, todo conjunto 
convexo é estrelado e qualquer um dos seus pontos serve de vértice. O 
argumento acima mostra que se o aberto U C EF é estrelado então 
toda l-forma fechada de classe C? em U é exata. O teorema acima 
permite acrescentar aos Exemplos 1 e 3 que toda função harmônica de 
duas variáveis é localmente a parte real de uma função holomorfa e que 
oda função holomorfa possui localmente uma primitiva holomorfa, E 

o aberto U C R” é estrelado (em particular, se U = R”), toda função 

rmônica é a parte real de uma função holomorfa em U e todo campo 


U — R” de classe C?, que cumpra as condições de integrabilidade 


Ga Di cia ota) = (oji -alej para todos EU) COR 
des Om 


gradiente de uma função f: U — R. 
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2 Integrais curvilíneas 


to X C R" e 
(hes nl), 


am w = > adz; uma l-forma contínua no conj 
l 

q: [a,b] > X um caminho de classe C!, com q(t) = (21 

tela,b). A integral de w ao longo de y é definida como 


[e-l wD) tg at= Ef ata) Sea 


Analogamente, se v: X — R” é um campo vetorial contínuo, sua integral 
ao longo do caminho y é definida como 


j -f OROL 


Se véo campo associado à forma w, tem-se {v{y(t)), y (t)) = wlylt)) 
(8). Neste caso, portanto, f w= fv. 


Exemplo 5. Se w = df é uma forma exata em U, tem-se: 
; : 
fo=fa=[ roroa- f uoa- ro-a 


Portanto a integral de uma forma exata depende apenas das extre- 
midades do caminho de integração. Em particular, se y é um caminho 
fechado (y(a) = y(b)) e w é exata então f. w= 0. 

Neste contexto, o Teorema 2 é fundamental: se y e 1 são caminhos 
de classe C? com as mesmas extremidades, ambos contidos na mesma 
bola aberta B então, para toda forma fechada w definida em B, tem-se 
pemi, 

O teorema seguinte mostra que f, w é invariante sob uma repara- 
ação do caminho 4, desde que o sentido geral do percurso seja 
tido. 


Teorema 3. Seja p: [c,d] — [a,b] de classe O". Se plo) = a e pld) =b 
então [pts = fyw- Se, porém, plc) = b e pid) = a então [opw = 


= fyw. 
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Demonstração: Supondo p(c) = a e p(d) =, o Teorema de Mudança 
de Variáveis (Vol. 1, Cap. 11, Teor. 2) e a Regra da Cadeia nos dão 


(ad) d 
[eL roa f treh- cet) do 
n 


(e) 


= [otreots) troptaas= f w 


op 


Se for (c) = be p(d) = a, basta ver que f, = [O =— [do E 

Dizemos que y o p é uma reparametrização positiva de y quando 
p: [cd] > [a,b], 7: [a,b] > R", plc) = a, pld) = be p € C!. Se, ao 
contrário, tem-se (c) = b e p(d) = a, yo p chama-se uma reparame- 
trização negativa de 7. 

Um exemplo típico de reparametrização negativa é dado pelo ca- 
minho oposto y*: [a,b] > R” do caminho y. Tem-se, por definição, 
T(E) = ya +b — t), logo 4º = yo p, onde qo: [a,b] — [a,b], dada por 
elt) =a +b- t, é tal que p(a) = b e (b) =a. Então fw = — f w 
para toda forma w. 

A função g: [0,1] > [a,b], com (s) = (1 — s)a + sb origina uma 
reparametrização positiva 7 = op: [0,1] > R” do caminho y: [a,b] + 
R”. Tem-se f w= f, w para qualquer l-forma continua w cujo domínio 
contenha a imagem de y (que é a mesma de 7). 


d 


“a(6) =na(0) 


Figura 6. O caminho justaposto y = n V 42: tem-se yı: [a,b] — R" e 
“a: [ed] — R", com qa(6) = afc). Então y = yı V 72: [0,1] — R” é dado 
por y(t) =n(W(t) se 0 < t < 1/2 e y(t) = (VW!) se 1/2 < t < 1, onde 
Pl) = a+ (ba) e(t) = 20- d + 2d — e). 


Seção 2 Integrais curvilíneas 13 


O caminho justoposto y = V 9a: [0,1] => R”, de dois caminhos 
21,92: [0,1] > R", tais que (1) = 420), é definido por y(t) = (28) 
se t € [0,1/2] e y(t) = %2(2t — 1) se t € [1/2,1]. A observação que 
acabamos de fazer permite definir o caminho justaposto y = 4: para 
quaisquer 71: [a,b] > R” e 42: [c,d] > R” desde que yı (b) = y2(¢6). E 
podemos escolher como domínio de y um intervalo compacto arbitrário. 

Diz-se que o caminho y: [a, b] + R" é de classe C* por partes quando 
7 é contínuo e, além disso, existe uma partição P = {a = tọ < tı < -= < 
tm = b} tal que a restrição de y a cada intervalo [tj-1,tj], j = 1,...,m, 
é de classe C*. Isto equivale a dizer que y = y; V -`+ V Ym É O justaposto 
de caminhos de classe C*, 

Um exemplo de caminho de classe C% por partes é o caminho poli- 
gonal, formado pela justaposição de caminhos retilíneos. 

b] > X CR" é um caminho de classe O! por partes, dado 
pela justaposição y = 71 V --- V ym de caminhos de classe C!, define- 
se a integral f w de uma l-forma contínua w: X — (R")* pondo-se 


Esta definição independe da partição P do intervalo [a,b], em cujos 
intervalos (;-1,t;] estão definidos os caminhos ~; de classe C!. Para 
mostrar isto, começamos notando que se Q é uma partição que refina 
P, o valor de f, w é o mesmo, quer se use Q ou P, pois cada intervalo 1 
de P é a reunião de intervalos consecutivos de Q e, como y é de classe 
C! em I, a aditividade da integral na reta garante o resultado. No caso 
geral, toma-se uma partição R que refine P e Q, e as integrais, usando 
P ou Q, coincidem com aquela usando R. 

O teorema seguinte é a caracterização mais geral de uma l-forma 
exata, 


Teorema 4. As seguintes afirmações a respeito de uma forma w, de 
classe C} no aberto U C R", são equivalentes: 

1) w é erata em U. 

2) [jo = O para todo caminho fechado, de classe C? por partes, 
contido em U. 

3) fw depende unicamente dos extremos y(a) e y(b) do caminho 
qi [a,b] > U de classe C! por partes, 
Demonstração: Evidentemente, 1) => 2). Além disso, se admitirmos 
2) então, dados os caminhos 7,7: [a,b] => U, de classe O! por partes, 


com os mesmos extremos, isto é, y(a) = 7(a), 4(b) = 7(b),0€ 
FV 1º, obtido justapondo 7 com o oposto 7º de 7, é fechado portanto, 


por 2), tem-se 
pefe] auf 
7d aa pr 


logo fw = fyw, ou seja, 2) = 3). Suponhamos agora que valha 3) 
e, temporariamente, admitamos que U seja conexo. Fixamos um ponto 
p €U e definimos a função f: U > R pondo, para cada z € U, f(x) = 
Jj w, onde [E significa a integral de w ao longo de qualqi F caminho C! 


em U ligando pa x. Sew = 3) asdz;, vamos provar que = 


a 
i=1,...,m, em todo ponto £ € U, portanto df =w em O- Ora, usando 


d 
q Pata indicar sempre a derivada no ponto £ = 0, temi 


di 
Hoiere all w+ [ersed esas] 


m El ue tahbat. 


dê 


No caso geral, este argumento fornece uma primitiva de w em cada 
componente conexa do aberto U e isto define uma função f: U > R, de 
classe C*+?, tal que df = w. [n] 


3 Invariância homotópica 


Provaremos a seguir que a integral de uma l-forma fechada não varia 
quando se submete o caminho de integração a uma deformação continua 
mantendo fixas suas extremidades ou, se o caminho for fechado, preser- 
vando este fato. A deformação deve processar-se dentro do domínio da 
forma. Ela é chamada uma homotopia. Intuitivamente, uma komotopia 
H entre os caminhos 49,71: [a,b] => X no conjunto X C R” é uma 
família de caminhos H: [a,b] > X, t € [0, 1), começando com Ho =p, 
terminando com Hı = 71 e H, dependendo continuamente do parâmetro 
t. A fim de que esta noção não seja inócua, exige-se que 3 e yı tenham 
as mesmas extremidades, as quais permanecem fixas durante a homoto- 
pia, isto é, são as extremidades do caminho H; para todo £ € [0,1]. Se 
Mo em forem caminhos fechados, exige-se que cada Hr, t € [0,1], seja 


cer fixo). Passemos às definições form 
8] => X caminhos no conjunto X C R", com o(a) = 


(a) e olb) = (0). Ui $ 


a homotopia entre yo © yı é uma aplicação 
a H: [a,b] x [0,1] + X tal que H{a, t) = yola), H(b,t) = yob), 
0) = o(s) e H(s,1) = yı(s) para todo t € [0, 1] e todo s € [a,b] 

e 0:71: [a,b] > X são caminhos fechados, uma homotopia livre 
entre 49 e yı é uma aplicação contínua H: [a,b] x [0,1] > X tal que 
H(a,t) = H(b,t), H(s,0) = “0(5) e H(8,1) = (8) para todo t € [0,1] 
e todo s € [a,b]. 

Na interpretação intuitiva acima dada, os caminhos 17, definidos pela 
homotopia H são H: [a,b] + X, Hils) = H (s, t), s € [a,b], t € [0,1]. A 
continuidade de H exprime que o caminho H; depende continuamente 
det 


Y 


Figura 7. Uma bomotopia H entre caminhos com mesmas extremidades e 


uma homotopia livre K entre caminhos fechados. 


Escreve-se H: 4 = q para indicar que H é uma homotopia entre os 
caminhos 4 e 7 que têm as mesmas extremidades e H : y = yı para 
indicar uma homotopia livre entre os caminhos fechados Yo e yı 


Ao mencionar uma homotopia entre caminhos, é essencial ter em 
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mente o conjunto X no qual a homotopia tem lugar (ou seja, o contra- 
domínio da aplicação H: [a,b] x [0,1] > X) pois, ampliando X, dois 
caminhos que não eram homotópicos podem passar a ser. E vice-versa, 


restringindo X, caminhos antes homotópicos podem perder esta proprie- 
dade, 


Exemplo 6. Sejam 19,7: [a,b] = X caminhos com as mesmas extre- 
midades tais que, para todo s € [a,b], o segmento de reta [yo(s), yı (s)] 
está contido em X. Então 49 = . Com efeito, a aplicação H: [a,b] x 
[0,1] > X, definida por H(s,t) = (1 — tyy(s) + tyi (s) é, como se vê 
facilmente, uma homotopia entre % e yı- H é o que se chama uma 
homotopia linear. Resultado análogo vale para homotopia livre entre 
caminhos fechados. 


Exemplo 7. Se p: [a,b] — [a,b] é uma função contínua tal que p(a) = a 
e p(b) = b então, para todo caminho 7: [a,b] > X, tem-se yo p = 
y. Basta considerar a função continua H :ļa,b] x [0,1]—>X, dada por 
H(s,t) = y((1-t)p(s)+ts). Analogamente, se g(a) = be p(b) = a, tem- 
se yop = 7" (oposto de 7), como mostra a homotopia H: (a, b] x [0,1] > 
X, dada por H(s,t) = y((1 — t)ø(s) + i{a + b — 5) 

A relação de homotopia (com extremos fixos ou livre entre caminhos 
fechados) é reflexiva, simétrica e transitiva. Com efeito, F(s, t) = 4(5) é 
uma homotopia entre y e y. E se H: [a,b) x [0,1] > X é uma homotopia 
entre yg e yı então K: [a,b] x [0, 1] > X, dada por K(s,t) = H{s,1—t) 
é uma homotopia entre yı e y. Finalmente, se H, K: [a,b] x [0.1] > X 
são homotopias entre % e yı e entre yı e yz respectivamente então 
L: [a,b] x [0,1] > X, definida por L(s,t) = H(s, 2t) se 1/2] e 
L(s,t) = K(s,2t — 1) se t € [1/2, 1), é uma homotopia entre 4 e qo. 


Teorema 5. Sejam w uma I-forma fechada no aberto U C Rº e 
qm: [a,b] + U caminhos de classe C? por partes, com as mesmas er- 
tremidades. Se y en são homotópicos em U então [ w= he- 

Demonstração: Seja H: [a,b] x [0,1] > U uma homotopia entre y e n. 
Como a imagem H(R) do retângulo R = [a,b] x [0, 1] é um subconjunto 
compacto de U, pelo Cor, 2 do Cap. 1, Vol. 2, existe € > O tal que 
para todo (s,t) € R, a bola de centro H(s,£) e raio € está contida em 
U. Pela continuidade uniforme de H, existe é > O tal que a imagem 
por H de qualquer subconjunto de R com diâmetro < 5 tem diâmetro 
< £, logo está contida numa bola B € U, na qual w é exata. Tomemos 
paitiçõos P = fa = sọ < $1 < -+ < Sm = b} de [a,b] € Q = {0 = 


Seção 3 Invariância homotópica 17 


to < tı < -+> < f = 1} de [0,1] tão finas que os retângulos Rij = 
(si-1,8:] X [tj-1,tj] tenham diâmetros < é, logo H(R;;) está contido 
numa bola Bj C U. Escrevendo zij = H (si, tj), vemos que os caminhos 
retilíneos a; = [2;-1,5, Zij] € Bij = [zi j-1, zij], bem como aij- € Bis 
estão contidos na bola Bj. (1 <i <m, 1< j <r). (Notemos que foj 
€ Bmj são constantes, reduzidos aos pontos Y(a) e (b) respectivamente, 
seja qual for j = 1,...,r.) 


Consideremos os caminhos poligonais 


j= aV aV Vam j =0, 1r 


a s a b 


Figura 8. O caminho poligonal az = a12 Vaga Vaza. 


O teorema estará provado se mostrarmos que f w= fw, hw = 
Jao € fap, 8 = fa, para j=1,...,r. Pondo, Y; =9 | [s:-1, 3: ve- 
s que f, w= f, „w para todo à = 1,...,m pois Y; € cx são caminhos 
com as mesmas extremidades, contidos na bola Bio, na qual w é exata. 
Portanto 


[e= fe af osf torf w= fu 


Com o mesmo argumento se mostra que fw = f,, w. Por sua vez, 


E E S I La 


Vaisj-:V Bi; são caminhos com as mesmas extremidades, 
qual w é uma forma exata. 


pois ay e 
contidos na bola B; 
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Figura 9. Os caminhos 571, V Quj-1 V Bi é cu; estão contidos na bola 


Bij é têm as mesmas extremidades. (Lembrar que 5 


significa o caminho 
oposto de 2.) Pelo Teorema 2, a integral da forma fechada w é à mesma em 


qualquer desses dois caminhos, 


Portanto 


(Lembrando que fa, w = fa, © = O pois os caminhos foj é mj São 
constantes.) o 


Teorema 6. Sejam w uma l-forma fechada no aberto U C Rº e 
a, p] > U caminhos fechados, de classe C! por partes. Seye 
n são livremente homotópicos em U então f w= fyw 
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Demonstração: Segue as mesmas linhas acima, apenas com uma pe- 
quena alteração: para cada j = 1,...,r, obtém-se: 


ER O a 


pois os caminhos fo; e fm; São iguai 

Resulta do Teorema 5 que se w é uma I-forma fechada no aberto U C 
R" então a integral f, w faz sentido, seja qual for o caminho continuo 
7: [a,b] = U, mesmo que y não seja de classe C? por partes. 

Com efeito, a imagem de y é um subconjunto compacto de U, Jogo 
(pelo Carol. 2, Cap. 1, vol. 2) existe € > 0 tal que, para todo t € [a,b], a 
bola de centro 4(t) e raio € está contida em U. Como y é uniformemente 
contínuo, existe 6 > O tal que s,t € [a,b], |s— tl < 3 = |¥(8) = 7(8)] < e. 
Portanto, se P = {a = ta < -+ < tą = b} é uma partição de [a,b] com 
norma < ô, o caminho poligonal 1: [a,b] — R”, cujos vértices são os 
pontos y(ž;), è = 0,1,...,K, está contido em U e, para tado t € [a,b], o 
segmento de reta [y(t), n(8)] também está contido em U. Portanto existe 
uma homotopia linear H: y =. Como 1 é de classe C? por partes, a 
integral f, w faz sentido. Pomos então, por definição, f, w = fyw. Esta 
definição não depende da escolha de 1 (ou seja, da partição P) por 

ja: se, usando o mesmo 
processo, tomássemos o caminho A: [a,b] => U em vez de n, teríamos 
ainda y = A, logo À 7 e, pelo Teorema 5, viria fy w = fyw. 

Um conjunto X C R” chama-se simplesmente conezo quando é co- 
nexo por caminhos e todo caminho fechado +: [a,b] —+ X é livremente 
homotópico a um caminho constante. Por exemplo, todo conjunto es- 
trelado X C 2? (em particular, todo conjunto convexo) é simplesmente 
conexo. Com efeito, se p € X é o vértice da estrela e y: [a,b] > X 
é qualquer caminho em X então H: [e,b] x [0,1] > X, definida por 
H(s,t) = (1 — t)}y(s) + tp é uma homotopia entre y e o caminho cons- 
tante, igual a p. 

Pelo Teorema 6, se w é uma l-forma fechada em U e 7: [a,b] + U 
m caminho fechado livremente homotópico a um caminho constante 
f,w = 0. Como consegiiência, podemos concluir que o caminho 
fechado y: [0,27] > R? — (0), definido por y(t) = (cost, sen t), não é 
Lomotópico a um caminho constante. De fato, é fácil ver que J, Q = 2r, 


-y z 
E, dat 3 
rat eyy 


ande N 


dy é a forma elemento de ângulo, 
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Assim, vemos que R? — (0) não é simplesmente conexo. Mais ge- 
ralmente, o mesmo argumento mostra que se o conjunto X C R? — (0) 
contém uma circunferência de centro O (como, por exemplo, X = $?) 
então X não é simplesmente conexo. O exemplo seguinte mostra que a 
tação é diferente quando n: > 1. 


Exemplo 8. Sen > 1, a esfera S” é simplesmente conexa. Para mostrar 
isto, consideraremos 
seja sobrejetivo e provaremos que ele é homotópico a um caminho cuja 
imagem é um compacto com interior vazio em S", Com efeito, existe 
pelo menos um ponto p € S” que não pertence à imagem de y, logo tem 
sentido considerar o caminho £o 7: [a,b] > R”, onde €: S? — {p} — R" 
é a projeção estereográfica (Ex. 16, Cap. 1, vol. 2). Em R", £ o 
é homotópico (linearmente) a um caminho retilíneo À = [c,d]. Logo 
m = £7! o é homotópico a y = £~} o (£ o 7). Notemos que, sendo 
À retilínco, ņ = €" o à é um arco de circunferência em $", interseção 
dessa esfera com o plano (bi-dimensional) que contém o segmento [c, d] 
e o ponto p, pólo da projeção estereográfica. Logo a imagem de 7) é um 
conjunto compacto com interior vazio em S”. No caso geral, dado o 
caminho y: [a,b] + S”, a continuidade uniforme fornece uma partição 
{a = to < tı < -++ < tẹ = b} C [a,b] tal que os caminhos y; = 7 | 
ti] não são sobrejetivos, logo cada % (i = 1,.. . ,k) é homotópico a 
ti] > 8”, cuja imagem é um compacto com interior vazio em 

Então y = yı V ++- V Y é homotópico ao caminho À =X, V -++ V Ak, 
cuja imagem é compacta e tem interior vazio em S%. Vemos assim que, 
sen > 1, todo caminho +: [a,b] — S” é homotópico a um caminho 
A: [a,b] > S”, que não é sobrejetivo. Usando novamente a projeção 
estercográfica, vemos que À pode ser considerado como um caminho em 
R", o qual é linearmente homotópico a um caminho retilíneo e, como 
seus extremos permanecem fixos durante a homotopia, se y for fechado 
(logo À também), esse caminho retilíneo se reduz à um ponto. 


Observação. A hipótese n > 1 foi usada ao afirmarmos que um arco 
de circunferência tem interior vazio em S™. 
O corolário abaixo resulta dos Teoremas 4 e 6. 


Corolário 4. Se o aberto U C R" é simplesmente conero então toda 
forma fechada w: U > (R")* é exata. 

Em particular, se o aberto U C C é simplesmente conexo então toda 
função harmônica u: U = R é a parte real de uma função holomorfa 
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f: U > C e toda função holomorfa f: U > C possui uma primi 

Uma formulação equivalente do Corolário 1 diz que se U C R" é 

simplesmente conexo então todo campo vetorial v: U — R", de classe 

C'!, dado por v{z) = (a(z), -. . ,an{2)), cumpre as condições de integra- 
do; da; 


dz; Ox 


então v é o gradiente de uma função f: U > R. 


“sa 


Figura 10. A função contínua a: |a,?] > R é uma função-ângulo do 
caminho y: [a,b] — R? — (0) quando, para cada t € [a,b], a(t) é uma 
determinação da medida (em radianos) do ângulo do eixo des abeissas Ox 


com a semi-reta Oy(t). Isto significa que E(a(t)) = v(t)/ix(8)] 
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Diz-se que a função contínua b] > R é uma função-ângulo do 
caminho y: [a,b] > R? — (0), onde q(t) = (z(t),y(t)), quando se 
tem, para cada t € [a,b], cosa(t) = z(t)/ V20)? + y(t)? e sena(t) = 
v()/Vz(07+ vit. Usando a função de Euler E: R — $º, isto equi- 
vale a dizer que Ela() = +(e)/Ir(b)l. 

Teorema 7. Dado o caminho y: (a,b) > R? — {0} e escolhido ao € R 
tal que Blao) =q(a)/|yla)]; existe uma, e somente uma, função-ângulo 
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a: [a,b] > R para o cominho y tal que o(a) = ao. 
Demonstração: Suponhamos inicialmente que a imagem de y esteja 
contida no complementar R? — p de uma semi-reta p que parte da origem. 


Então, pela Proposição B, existe uma função-ângulo 0: R? 


Rê-p > R, com 
8(4(a)) = ay. Neste caso, definimos a: [a,b] > E pondo a = 8 o 7. No 
caso geral, a continuidade uniforme de y/|y]: [e,8] + S!, fornece uma 
partição de [a,b] cujos intervalos [ti—1,t;] são tais que q, restrito a cada 
um deles, tem imagem contida no complementar de uma semi-reta p; - 
Definimos a sucessivamente nos intervalos [a, t1], [tr,t2], etc. escolhendo 
o valor inicial a(t) em [t1, t2] de modo a coincidir com o valor final a(ż1) 
em [a, ty) e assim por diante. Quanto à unicidade de a, basta lembrar 
que duas funções-ângulo do mesmo caminho y diferem em cada ponto 
t € [a,b] por um múltiplo inteiro de 27 e sendo [a,b] conexo, esse inteiro 
é constante, Se ele é zero no ponto t = a, é zero sempre e as funções 
coincidem, o 


Teorema 8. Se o caminho y: [a,b] > R? — {0} é de classe C* (k > 0) 
então toda função-ângulo æ: [a,b] >R de y também é de classe C*. 


Demonstração: A função-ângulo definida na demonstração do Teo- 
rema 7 é de classe C} se y € Cf. Qualquer outra função-ângulo para 
» difere daquela por um múltiplo inteiro constante de 2x, logo é de 
classe C%, o 


Corolário 5. Se y: [a,b) » R? — {0} é um caminho de classe C* por 
partes, toda função-ângulo de y também é C* por partes. 


O teorema abaixo se refere à forma elemento de ângulo 9 = (—ydz+— 
ady)/(2 +y 
Teorema 9. Seja a: [a,b] > R uma função-ângulo para o caminho 
[a,b] -> R? — {0}, de classe C! por partes. Então f, N = a(b) —a(a). 
Demonstração: Escrevendo y(t) = (z(t), y(£)) temos, para todo t € 
[a,b], a(t) = lr(t)lcosalt) e y(t) = hli)lsena(t). Abreviadamente: 
«= y|cosa e y = |y sena. Por definição, tem-se 


Temos z = |y| cosa e y = |y|senæ. Logo a = |y|' cosa — Iyjsena-a! e 


y! =p sena+ [yjcosæ- a. Daí resulta imediatamente que xy —z'y = 
Como |y]? = £? + y?, vemos então que fy = Seot(tdt = 
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a(b)—a(a). No caso geral, em que y éC! por partes, temos uma partição 
P = {a = to < t < -++ < tk = b} onde y; = ti-s,ti] é de classe C? 
para cada i=1,...,k e, por definição, 


k 


[PE [25 Llet ato) = a = ata). o 


a 


Corolário 6. Seja y: [a,b] > R? — (0) um caminho fechado, de classe 
> 1 i 
O" por partes. O nimero n(y) = z- f, 9 é inteiro (positivo, negativo 


ou nulo). 


Figura 11. Número de voltas de cada caminho em torno do ponto 0: 
n(mn:0)=2, n(93;0)=—1, n(ys;0) =0. 


O número n(y) acima introduzido chama-se o número de voltas do 
caminho fechado y em torno da origem em R”. Deve-se observar que se 
trata do número líquido de voltas, ou seja, as voltas no sentido positivo 
menos as dadas no sentido negativo da orientação natural Ox — Oy do 
plano. 

Segue-se imediatamente do Teorema 5 que o número de voltas n(y) 
do caminho fechado y é um invariante homotópico: se 1,9: [a,b] > 
R? — (0) são caminhos fechados, de classe C? por partes, livremente 
homotópicos então n(y) = n(n). 

Na verdade, todas estas conclusões são válidas para caminhos fecha- 
dos 7: [a,b] > R? — (0), de classe C? (isto é, apenas contínuos, como 
todo caminho deve ser, por definição). 

Com efeito, se y: [a,b] => R? — {0} é um caminho fechado (de classe 
C? apenas), consideramos, como na seção anterior, um caminho poli- 
gonal fechado n: [a,b] —+ R? — {0} homotópico a y, logo LO =) 


1 š a K 
gy 1,2 é um inteiro, chamado ainda o número de voltas de y 
em torno da origem. Por transitividade da homotopia, este número 
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nl) = > 1,9 não depende do caminho pol ne é também um 


invariante homotópico do ca: 
Um importante 
Capítulo 5 (Ver Con 
Jordan C de classe C? então n(y) = 
C ou n(y) = 0 se à origem pertence ao exterior de C. 


Exemplo 9. Seja y: [0,27] > R? — {0} o cami 
por y(t) = (cas kt, sen kt), onde k € Z. Então a 


2x] -+ R, dada por 
a(t) = kt, é uma função-ângulo de y. Como —Ja(2m) — a(0)] = k, 


vemos que o caminho y dá n voltas em termo da origem 0, ou seja, 


n(o) =k 


5 Exercícios 


Seção 1: Formas diferenciais de grau 1 


fechada mas as formas a = -p w, 8 = $w ey = Ju são, na realidade, exatas 
no conjunto U = {(z,y) € R$j2 > 0,y > 0). Ache funções f,g,h: U > R tais 
quedf=a,do=Sedh=a 

2. Sejam U CR”, V C R" abertos e p: U —+ V uma aplicação de classe O! 
Para toda forma diferencial « em V, defina o pullback de w por 7 como a 
forma g'w: U = (R™)" tal que 5 


(puto) v= wlot): (p' (1) v), r€ U, €R”. 


Prove as seguintes afirmações: 


utba) =a p'wtb- g'i se a,b ER ewa: V (R); 


y 
Wopu=p (Vu) sep U>V ev: VW; 
Sejam p1,- -, Pa: U > R as funções-coordenada de > 


e)an 


(iv) Para toda f: V — R de classe C*, tem-se p" (df) = dif 04); 
(7) Se w 6 fechada então gw é fechada; 
(vi) Sew é exata em V então pro é exata em L 
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3. O elemento de ângulo de vértice p = (a,b) é a forma diferencial 9% , definido 
em R? — {p} por 


b-y z-a 

e= poata “tear * 
Prove as seguintes afirmações: 

i): p é fechada mas não é exata em R? — {p}; 


) Definindo convenientemente função-ângulo de vértice p, a forma Np é 
exata no aberto U ER? — {p] se, e somente se, existe uma função-ângulo 
de vértice p definida em U; 


Gii) N, é exata no aberto R? — p, onde p é uma semi-reta do origem p. 


4. Seja w: U = (R™)" uma forma fechada de classe C? que não se anula em 
ponto algum de U. Dada a função f: U — R de classe C', prove que a forma 
J -io é fechada se, e somente se, df é um múltiplo de w. 


Seção 2: Integrais curvilineas 
1. Sejam w: U — (Rº)* uma forma continua no aberto U C R" e y: [a,b] > U um 
caminho de classe C*. Para cada partição pontilhada P* = (P,£) do intervalo 


fo) (eft. Cap. 11 do Vol 1), ponhamos EXP") = $ v06): =li 
onde P= {a = to < ti < ++- < ta =b}. Prove que, 
|P] = max |ti — t 


2. Seja w: U + (R")" contínua em U C R". Suponha que para um certo M > 0, 
valha [u(z)-2] < Af -|u] quaisquer que sejam z € U e v € R". Prove que, dado 
o caminho y: [a,b] -+ U de classe C°, tem-se | f, w| < M -t(y), onde €(y) é o 
comprimento de y- 

3 Sejam U C R", V C R” abertos e f: U > V uma aplicação de classe C. 
Prove que, para todo caminho +: [a,b] -> U de classe G°, tem-se f, f'w = 
Sr 

4. Seja w uma forma de classe C? no aberto U C R” tal que, para todo caminho 
fechado y de classe C° em U, a integral f, w é um número racional. Prove que 
w é exata. 


Uma forma diferencial compleza é, no aberto U C R?, uma expressão do tipo 
w = a+ i8 onde a e 8 são formas reais em U e i = VZT. Se y é um caminho 
de classe C! em U põe-se f w= f a+ i- f, 8. Se U CR? — {0} prove que 
J, 4 =i J, 9 para qualquer caminho y em U. 


6. No contexto do exercício anterior, diz-se que a forma w = a + iĝ é fechada 
quando a e 8 são fechadas. Se f(z) = u(z) +iv(z) e dz = dz + idy, prove que 
a forma complexa f(z)dz é fechada se, e somente se, a função de classe C', 
215 f2), é holomorfa. 
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Seção 3: Invariância homotópica 


ate se, existe uma aplicação continua E: B —+ X tal que F(cos s,sen s) = 
8) para todo s € [0,2 
Seja U C R? um aberto limitado. Prove as seguintes afirmações: 


(i) Existe r > 0 tal que, para todo p= (a,b) € R? — U com |p| > r, a forma 


a, = Pude + (z -ady 
GaU 


definida em R? — {p}, é exata em U; 


(i) Se R? —U é conexo por caminhos então para cada p € R?—U existe uma 
função-ângulo de vértice p definida em U. 


Prove que todo caminho fechado em Rº*! — {0} é livremente homotópico a 
um caminho contido em S”. Conclua que Rº*! — {0} é simplesmente conexo 
quando n > 1 

Se E CR" é um subespaço vetorial de dimensão < n — 3, prove que R" — 
simplesmente conexo. 

Para cada t € [0,1], seja fe: U — V de classe C! do aberto U C R™ no aberto 
V C R", Suponha que fi dependa continuamente de t no sentido seguinte: a 
aplicação F: U x [0,1] > V, definida por P(x,t) = f(x), é contínua. Se 
uma forma fechada em V e y: [2,b] + U é um caminho fechado de classe C° 
por partes, prove que J, fjw = [, fiw. 
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tos fechados em R? — (0) dão o mesmo número de 
O então eles são livremente homotópicos. 


Se 


2. Seja qu: [0,27] > R? — {0} o caminho definido por y:{t) = (cost, sent) 
uma forma fechada w em R? — {0} é tal que f., w = 0, prove que w é exata. 


3. Seja uma forma fechada em R? — (0). Prove que existem uma função f: R? — 
{0} = R de classe C? e um número real e tais que w = df + c- 9 

l. Suponha que w é uma forma fechada em R? — {0}, limitada numa vizinhança 

(isto é, existem 5 > O e M > O tais que O < |z] < 5 implica 

para todo v € R?). Prove que w é exata. 

Sejam f,g: U = R funções de classe C! no aberto U C R? e B = Blpr) 

um disco fechado contido em U. Indique com o mesmo símbolo C' o bordo de 

a é o caminho C: [0,24] > U dado por C(t) = (a +-rcost,b + rsens), onde 
= (a,b). Suponha que f? +g° > D em todos os pontos de C. Prove: 


fdg- gdf j2. q 
Sep” » definida no aberto A = {2 € Us f(a)2+a(a)? > 0) 


A forma w = 
é fechada; 
Se fo w # O então existe um ponto 2 = (x, 4) € B tal que f(2) = g(s) = 
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6. Prove o Teorema de Cauchy: se a função f: U — C, de classe C° no aberto 
U C C, é holomorfa então, para cada caminho fechado y, homotópico a uma 
constante em U, tem-se J, f(z)dz = 0. 


2 


Formas Alternadas 


No prosseguimento deste livro a noção de integral curvilínea, introduzida 
lo anterior, será ampliada considerando-se situações em que o 
campo de integração tem dimensão maior do que 1 (mais precisamente, 
é uma superfície em R”). Correspondentemente, é necessário generalizar 
o objeto a ser integrado, o que leva à noção de forma diferencial de grau 
superior. Do mesmo modo que uma forma diferencial de grau 1 é um 
funcional linear cujas coordenadas variam de ponto a ponto, uma forma 
de grau mais elevado (que será chamada uma forma exterior) é uma 
forma alternada com coeficientes vari 

Este capítulo é um pequeno interlúdio algébrico onde são estuda- 
dos, de forma resumida, objetos que há um século eram chamados ten- 
sores covariantes anti-simétricos e hoje se denominam formas alternadas. 
As noções aqui apresentadas são apenas as suficientes para o uso dos 
capítulos seguintes, Uma apresentação mais extensa do assunto pode 
ser vista em [6]. 


1 Aplicações r-lineares 


Sejam Ei,..., Er, F espaços vetoriais. A aplicação f:Bix---xE->F 
chama-se r-linear quando é linear separadamente em relação a cada uma 
de suas r variáveis. Mais explicitamente, para quaisquer vı € E; 
vi, u; E Eis.. ,Ur € Ep € À ER, deve-se ter 


cab) 


Fisc vit ie) = Ur) + f (Uts ti 


real, definidas de modo óbvio, é um espaço vetorial. 

Pretendemos, no que se segue, efetuar trocas de posição entre as 
variáveis; por isso nos ocuparemos principalmente do caso em que E, = 
-+ = Ep. Escreveremos, então, £,(E; F) para significar o espaço veto- 
rial formado pelas aplicações r-lineares f: E x -++ x E > F. Quando 
F = R, uma aplicação r-linear f: E x---x E > R é chamada uma 
forma r-linear. 


Exemplo 1. Para r = 1, tem-se Li(E;F) = L(E; F) = espaço das 
transformações lineares de E em F. Em particular, Li(E;R) = E* = 
espaço dual de E. Assim, os funcionais lineares f: E — R são formas 
Lineares. 


Exemplo 2. Aplicações bilineares freqüentemente encontradas são a 
avaliação f: L(E;F) x E > F, onde f(A,v) = A- v, a composição de 
transformações lineares f : L(F;G)xL(E;F) > L(E; G), onde f(B,A)= 
B-A (com A: E > F e B: F — G lineares) e o produto interno 
f: R xR” — R, f(2,y) = (z,y), que é uma forma bilinear. 

O produto tensorial dos funcionais lineares fj,f2,...,Jy € E* é a 
forma r-linear f = fı - fa... - fe € L,(E;R), definida por 


Fortz sur) = falva) + fala) > -+ * elor). 


Não somente o produto tensorial fı + fz- ... fy de funcionais lineares 
é uma forma r-linear como a própria aplicação P: E* x -+ x E* > 
£,(E;R), dada por P(fi, fos -+-+ fe) = fi- fa: -+-+ fe também é r-linear. 


Teorema 1. Seja G um conjunto de geradores do espaço vetorial E. 
Se as aplicações r-lineares f,9 € L,(E;F) são tais que f(v1,. v) = 
g(Vi,---,Vr) para quaisquer +U, E G então f =g. 
Demonstração: (Indução em r.) Sejam f,g: E > F transformações 
incares tais que f(v) = g(v) para todo v € G. Dado w € E ar- 
bitrário, temos w = Xav; com +0} E G, pois o conjunto G gera 
E. Então f(u) = Ea- f(v) = Ea; - glui) = g(w) portanto f = 9. 
Supondo o teorema verdadeiro para aplicações r-lineares, sejam f,g € 
Lry (E;F) tais que S(v1,..., 0,41) = 901,- -+3 0,41) SE Dis-cos Dra € 
G. Para cada v € E, definamos as aplicações r-lineares fu, go € Ly(E;F) 
lo folur ces tr) = fo ) e goli 506) = (try i srs) 
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Então, para todo v € G, temos f, = gs. Observando que as corres- 
pondências v > fy e v ++ gy são transformações lineares de E em 
£Lr(E; F), concluímos, pela primeira parte da demonstração, que f, = ge 
para qualquer v € E. Isto significa que f = g. o 


Exemplo 3. Diferentemente do caso linear, a imagem de uma aplicação 
x E > F não é necessariamente um subespaço 
vetorial de F. Por exemplo, seja P: (R?)* x (R2)* — Lo(R?;R) dada 
por P(f,9) = f -g. A forma bilinear p = & - ë, + E» -E», definida a 
partir da base (6,2) C (R?)*, dual da base canônica [e:,e2) C R?, 
não pertence à imagem de P, embora &, -ë e &» -Ey pertençam. De fato, 
supondo, por absurdo, que existissem f,g € (R?)* tais que p = f 
como w(e1, e3) = 0, seria f(e1) -9(e3) = 0. E, como p(e1,e1) = 1, se 
Fei) - (61) = 1. Conclusão: 9(e3) = 0. Por outro lado, p(e2,ez) = 1 


plica f(e2) - g(e2) = 1, logo g(e2) £ 0, uma contradição. 
O símbolo Jn indica o conjunto (1,2,...,n) dos números naturais 
de 1 até n. 


Teorema 2. Sejam {e1,...,en} C E uma base e {ē1,...,ēn} C E* a 
ir) de números em Ip, 
+ -ĒE, o produto tensorial destes funcio- 
nais. As formas r-lineares assim definidas compõem uma base do espaço 
vetorial L, (E; 
Demonstração Ejı++-- €j,) é 1 ou O conforme a segiiência 
(is +». pjr) coincida ou não com (s). Portanto, se a combinação linear 
f = Laço -&s) é nula então, para toda segiência (t) = (ji,...,5r) 
tomo” 


base dual. Para cada segiiência (s) = 


0= f(e; 16 )= Das “Eslem 
© 

logo todos os coeficientes as) são nulos e as formas ës) são linearmente 

independentes. Em seguida, dada arbitrariamente f € £,(E;R) po- 

ihamos, para cada (s) i), 


Eir) = Ajs 


para toda seqüência (s) = (iy,...,ir) de números em 1,. Como os 


Vetores e; geram E, o Teorema 1 nos dá f = g. Assim, as r-formas E(s) 
geram Ly(E;R) e consegiientemente constituem uma base, 


Seção 2 Formas alternadas 31 


Corolário 1. Se dim E = n então dim £,( 


)=n 


Corolário 2. Seja (e1,...,en) C E uma base. Para cada segiiência 
()=( is) de números em In, suponhamos dado um número real 
a(s, Eriste uma, e somente uma, forma r-lincar f € L(E;R) tal que 
Heiss..-,€4,) = ags) para cada (iy 

Com efeito, bi 


o 


Uma aplicação r- 3 -se alternada quando f(vr,..., 
á i «e sUry isto é, tem-se 


vi =v comi #j. 


Exemplo 4. A forma bilinear f: R? x R? > R, definida por f(u,v) = 
zy — s'y se u = (z,y) e v = (z',y'), é alternada. 


Exemplo 5. O produto vetorial x: R" x... x R” -> R? (Seção 4, 
Cap. 7, Vol. 2) é uma aplicação (n — 1)-linear alternada. 

Diz-se que a forma f € L,(E;R) é anti-simétrica q 
muda de sinal ao se trocarem as posições de duas de suas vai 
é, quando, para quaisquer vi, ...; u, € E, tem-se 


Hess 


seu valor 


Tomando v; = vj = v acima, vem f(...v, =f. 
), logo f{. 


temos 


0= flo: + vj vi +u] = ffoi vi) + flez vjl + Sos v] + Flo: 


logo f é anti-simétrica. 
icaremos com %,(E) o conjunto das formas -lineares alternadas 
i-simétricas) no espaço vetorial E. Evidentemente, A (E; F) é 
espaço vetorial de £, (E; 
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Admitiremos que A (E) = Li(E;R) = E", ou seja, que todo funcio- 
nal linear é uma forma alternada. De certa maneira, isto é natural pois 
não é possível violar a condição de anti-simetria quando se tem apenas 
uma variável. E, por extensão, aceitaremos também que %o(E) = R. 


Uma permutação de r objetos é ão ø: 1, > Ip do conjunto 
1, =(1,...,7) sobre si mesmo. A composição de funções faz do conjunto 
©, das permutações ø: Iy > I+ um grupo com r! elementos, chamado 
grupo simétrico. Uma permutação 7 E€ ©, chama-se uma transposição 
quando existem i # j em 1, tais que (i) = j, 7(j) = ie r(k) = k quando 
k ¢ {i,j}. Toda permutação o € ©, se escreve na forma o = 14-72 ° -+ Tk, 
como produto de transposições. Isto pode ser feito de várias maneiras 
mas a paridade do número k é sempre a mesma, isto é, o número £+ = 
(=1)* depende apenas de o. Tem-se Ego = £p Eo € Eg-t = £g. Quando 
Es = 1 diz-se que o é uma permutação par. Se e, = —1, a permutação 
o diz-se impar. 


A aplicação r-linear f: E x ---x E — F é anti 


étrica (ou alter- 


sen) C E uma base, Usando o Corolário 2, d 
para cada subconjunto 7 = {i1 < +++ < i+} C In com r elementos, 
forma r-linear ër: E x -++ x E — R, do seguinte modo: 


ej) = 0 se o conjunto J = {j -. -, jr} for diferente de 
a (j1,--.,9r) tiver repetições.) 

2) Se J = I então existe uma permutação o de r objetos tal que 
ji = o(1),...,jr = a(r) e, neste caso, pomos Er(e; ej) = o. 
Em particular, Er =0e 
ëil, 


Teorema 3. As formas r-lineares 6, acima definidas são alternadas e 
constituem uma base do espaço vetorial A, (E). 


Demonstração: Continuamos usando a notação simplificada [v;,v;] = 
-3 Ujs -+ , Yr) Sempre que, num raciocínio, as variáveis dife- 
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izj 


(No último somatório, trocamos os nomes dos índices i e j, e subs- 
tituímos aja; por ajaj o que não afeta o resultado.) 
Portanto as formas ēy são alternadas. Para provar que elas são li- 


nearmente independentes, suponhamos que se tenha f = Y` az-ëy = 0, a 
T 
soma sendo estendida a todos os subconjuntos 1 C Z, com r elementos. 


Então, para todo J = {ji < ++- < jr} C In , temos 


ser) = J ar ente; 
T 


0= f(e; roep) =a, 


logo todos os coeficientes œz são nulos. Finalmente, para mostrar que as 

formas & geram A, (E), suponhamos dada uma forma f € %,(E). Para 

cada I = {i1 < --- < ir} C Tn , tomemos a7 = f (e; + €i,) € ponhamos 

g= ar-ēr. Vamos mostrar que g = f. Para isso, basta verificar, em 
T 


»Sr) = Ilez- -+ ,€j,) para 
toda segiiênci ++) de r elementos em 1, . Isto é claro se a 
seqüência tem elementos repetidos, pois ambas, f e g, são alternadas logo 


< ip) por 


uma permutação ø, temos 


g(exs:--se5,) = Ea gles rrj). 


Isto completa a demonstração do Teorema 3. o 


Corolário 3. Se dim E =n então dim A, (E) = (6) 


ae [RA aa ý 
Com efeito, () é o número de subconjuntos de 7, com r elementos. 
o 
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Teorema 4. Seja f: Exx E — F uma aplicação r-linear alter- 
nado. Se os vetores vi,...,tr € E são linearmente dependentes então 
Sos w)=0. 

Demonstração: Mudando a ordem dos vetores, se necessário, podemos 
admitir que v, = avı +++- + ar10- Então 


1v-p vi) =0. 


tfn av) = P a: flon 
& 


o 


Corolário 4. Ser > dim E então toda aplicação r-linear alternada de 
E em F é identicamente nula, ou seja, A (E; F) = (0). 
Com efeito, quaisquer r vetores em E são linearm 


te dependentes. 
o 


3 Determinantes 


Se dim Æ = n então o espaço vetorial An(E) das formas n-lineares al- 
tornadas em Æ tem dimensão 1, de acordo com o Corolário 3. Ou seja, 
existem formas n-lineares alternadas f: E x ---x E > R não-nulas e, 
se f é uma delas, todas as demais são do tipo g = æ- f, com a € R. 

Este fato é a base da teoria dos determinantes, da qual faremos 
breve resumo agora. Para maiores det: itor pode consultar [5] 
ou, sob um ponto de vista mais abrangente, [6]. 

Seja E = R". Uma sequência (vı, . .. , vn) den vetores vj = (a; 
anj) pode ser vista como uma matriz a = [v,...,v] = [ay] do tipo 
da qual vj é a j-ésima coluna. Portanto uma forma n-linear f 
o mesmo que uma função f: M(n x n) > R, cujos valores 
] dependem linearmente das colunas vj da matriz 


fla) = 
ac M(nxn). 

Se fey,...,€n) C R” é a base canônica, vimos que existe uma única 
forma n-linear alternada E € An(R”) tal que &(ey,...,en) = 1. Todas as 
demais f € An (R") são mú 

O determinante da matriz a € M (n xn) cujas colunas são os vetores 
«-+ānj), j = 1,...,, é definido como 


s 


deta =ef 
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As colunas da matriz identidade nxn são os vetores ey, ..., en da base 
canônica de R”. Portanto a função det: M(n x n) -+ R que acabamos 
de definir é a única função n-linear alternada das colunas de uma matriz 
que assume o valor 1 na matriz identidade. Qualquer outra função ni- 
linear alternada das colunas de uma matriz é um múltiplo constante 
da função determinante. Segue-se desta observação que não importa o 
modo como o determinante foi definido (e há v: 


colunas da matriz a e que a matriz identidade tenha determinante igual 


al, Se f: M(nxn) > R é qualquer função tal que f(a) é uma função n- 
linear alternada das colunas de a então, para cada matriz a € M(n xn), 
tem-se f(a) = deta - f (In), onde In é a matriz identidade n x n. 

Para deixar explícita a dependência linear do determinante em relação 
às colunas vj da matriz a, escreve-se, às vezes, det! +Un] em vez de 
deta. 

Um dos empregos mais comuns do determinante é como teste para 
verificar se n vetores em R" são linearmente independentes ou não. 


Teorema 5. Os vetores v), 
se, e somente se, detfu, 


ER" são linearmente independentes 
ul fo. 

Demonstração: Se os vetores dados são L.I. então eles formam uma 
base de R” e, nos termos do Teorema 3, tomando T = {1 < 2 < +» < n} 
obtemos uma forma f € An (R"), (a qual lá seria chamada de 71) tal que 
f stn) = 1. Como dim (Rº) = 1, temos f = a ë, coma # 0. 


Portanto é = À. f e daí 


detjo von) = lors) = defeso) = DO. 


Reciprocamente, se detf vn] # D então, como det é uma forma 
alternada, segue-se do Teorema 4 que os vetores vi,...,tn são L.. O 

Além do determinante de uma matriz quadrada, tem sentido e inte- 
resse o determinante de um operador linear A: E > Æ. Esta noção pode 
ser definida intrinsecamente (isto é, sem apelo a bases e coordenadas) e 
este modo de abordagem torna mais fácil a prova de várias propriedades. 
Vamos apresentá-lo a seguir. 

Seja A: E > F uma transformação linear. Para todo r > 0, 
a transformação linear A*: L,(F;R) > Lil definida. pondo-se 
+ Avvr), chama-se a transformação linear 
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induzida por A. Quando r = 1, A* reduz-se à adjunta A*: F* —» Eº da 
transformação linear A. 

Tem-se (BAe ADRIEL T; E» E é a transformação 
identidade. Segue-se que se A é invertível, o mesmo se dá com A" 
valendo (4*)=! = (A-ty, 

É claro que 4º: L.(F;R) > L,(E;R) aplica o 
Ar(P) C Lo(F;R) em X (E) C L,(E;R), 
nadas em formas alternadas. 

Consideremos o caso particular de um operador linear A: E — E, no 
espaço vetorial E, de dimensão n. Então dim A,(E) = 1, de modo que a 
transformação linear A*: A,(E) — An(E), indizida por A, consiste na 
multiplicação por uma constante. Essa constante é chamada o determi- 
nante do operador A. Provisoriamente vamos indicá-la com a notação 
DetA, até que o identifiquemos com o determinante da matriz de À em 
relação a qualquer base de E, 

Assim, por definição, temos 4º. f = DetA - f para toda f € ME) 
ou, mais explicitamente: 


ibespaço vetorial 
seja, A* leva formas alter- 


HAw,..., Avn) = Det A: f(u,..., vm) 


para quaisquer vi... Vn € E e f EU (E). 
Dados A, B € £(E), tomemos f # 0 em % (E). Então, 


(DetAB)f = (AB)*-f = B*-A*-f = DetB - (4° f) = DetB. Det. f, 
portanto Det AB = Det A DetB. 


Teorema 6. Para todo operador linear A: E -> E, tem-se DetA = 

deta, onde a é a matriz de A numa base arbitrária (ui... un) CE. 

Demonstração: Consideremos inicialmente o caso em que E = R” e a 

base dada é a canônica ey,...,en) C Rº, As colunas da matriz a são 

Os vetores vj = (a1j;...,0nj) = A- ej. Se E € An(R") é a forma tal que 
+ en) = 1, temos 


deta = (ui...) =E(4-e4,..., A + en) = (A°8) (e1, sen) 
= Det A -ë(e1,... ,€n) = DetA. 


No caso geral, tomamos o isomorfismo p: Rº > E tal que (e1) 
yr: P(en) = um e definimos Ag = g- - A ip: R° — R", logo À 
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p- Ao -p7 Então, como deta = Det Ao, temos: 
deta-E= Ap -ë= g" - A* - (9°)! -E =q*- Deta(y*) të 
=DetA-q*-(p') 1 -ë= Det A-E 


portanto deta = Det A. o 


De agora por diante, não há mais necessidade de usar a notação Det, 
em virtude do teorema acima. 

Uma matriz a e sua transposta a” têm o mesmo determinante. Equi- 
valentemente, um operador A: E — E e seu adjunto Aº têm determi 
nantes iguais. Esta importante propriedade é uma conseqüên 
ta da expressão clássica para o determinante da matriz a = [as 


deta = J £o -a 


na qual o percorre todas as permutações de n objetos. Esta expressão, 
por sua vez, resulta diretamente da multilinearidade alternada do de- 
terminante como função das colunas de a. A partir dela, deta pode 
também ser caracterizado como função n-linear alternada das linhas da 
matriz a. (Veja [5], pag. 267.) 

Como aplicação deste fato, provemos a igualdade 


* G20(2) "+ Ana(n) > 


det f |= dta dete, 
oc 


onde as matrizes a, b, ceO sãorxr,rx(n-r), (n-r)xre (n-r)x(n-r) 
respectivamente. Com efeito, escrevendo, para cada b € M(r x (n — r)) 
fixa, 


(a,c) = det H :] í 


e 


vemos que f é uma função -linear alternada das colunas de a e {r — r)- 
car alternada das linhas de e. Portanto 


(a,c) = deta- f(1,,c) = deta - dete- f (Ir, Inr) = 
= deta- dete 


é uma matriz triangular cujos termos da diagonal são 


à 1, logo seu determinante é 1, como resulta da fórmula clássica 
ta acima. 
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Considerando o caso particular em que a matriz a é 1 x 1 e fa- 
zendo uso da multilinearidade alternada do determinante como função 
das linhas e das colunas de uma matriz, o resultado acima implica os 
desenvolvimentos de Laplace 


deta = J (1) aj -Aj e deta =J (aj Aj, 


ia = 


o primeiro em relação à j-ésima coluna e o segundo em relação à i- 
linha, Em ambas as fórmulas, Ai; é o ij-ésimo menor de a, ou seja, é o 
determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de a pela omissão da 
i-ésima linha e da j-ésima coluna. 


4 O produto exterior de funcionais lineares 


Sejam E um espaço vetorial de dimensão n e E* o seu dual. 
O produto exterior de r funcionais lineares fi,..., fp € E" é à forma 
r-linear fi A++- A fr € A (E) definida por 


(Fr A A f(ors...,vr) = deslfi(o;)). 


Como o determinante de uma matriz r x r é uma função r-linear 


alternada de suas linhas e colunas, segue-se que não somente se tem - 


Jr A+ A fe EM, (E), como a própria aplicação 
A E* x cx E! (E), 


definida por A(fi,...sfr)= fi A+++ A fr, é r-linear alternada. 


Teorema 7. Sejam {e1,..-,€n} C E e (8r,...,8n) C E” bases duais 
uma da outra. Para todo subconjunto I =(iy < -++ < ir} C In, a forma 
Er EM (E), mencionada no Teorema 3, coincide com o produto exterior 
En AAi 

Demonstração: Se o conjunto J = (j 
1 (em particular, se a sequência ( 
i€ I-J e então a matriz [ē; (ej, 
linha igual a zero, portanto 


Jr} C In for diferente de 
+5+) tiver repetições) existirá 
Au=1,2, sr; terá a iésima 


sc) = detlês, (e5,)] = 0 = zlej i ep); 


(86 Ave" A Bip) eg 
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conforme a definição de Ey . Se, entretanto, for 1 = J, existirá uma per- 
mutação o € 6, tal que a matriz [6;, (c;,)] resulta da matriz identidade 
[ē: (ei, )] pela aplicação da permutação o em suas colunas, logo 


(E Ac A Ei )ejs...,e;,) = detfê, (ej )] = €o = Enleps ee se; 


Pelo Teorema 1, concluímos que ër = E; A+++ A či, [a] 


Corolário 5. Com a notação do Teorema 7, se a = [a;;] € M(n x r) é 
a matriz das coordenadas dos vetores vi,...,v, € E na base (e1,...,€n)) 


isto é, seu; = Dejo; (j = 1,...,1) então, para lodo conjunto 


I= {i <- < i} C Tn, tem-se E(v,...,v,) = detar, onde ar é 
a matriz r x r formada pelos aij tais que i € I. 
Com efeito, pelo Teorema 7, tem-se 


ēr(v 


r) = (EnA Ai, (v1, - 0) =det{ē;, (v5)] =detfa;,j]=detar 


o 
Corolário 6. Os funcionais lineares fi,..., fp € E* são linearmente 
independentes se, e somente se, fi A> A fp #0. 

Com efeito, se fı A++- A fr £ O então, em virtude do Teorema 4, os 
funcionais lineares fi,- . , f+ são LI. pois a aplicação A: E* x- -+x E" > 
A,-(E) é r-linear alternada. Reciprocamente, se são L.I., esses funcionais 
fazem parte de uma base {f1,... frs fr+1:---, fn} C E*. Então, pelo 
Teorema 7, fı A+- A fy pertence a uma base de A (E), logo é #0. D 

Quando uma forma alternada f = fi A--- A fp € A, (E) é o produto 
exterior de funcionais lineares, diz-se que ela é decomponfvel. 

O Teorema 7 assegura que toda f € (E) é soma de formas de- 
componíveis. Portanto, uma transformação linear A: A(E) — F fica 
inteiramente identificada quando se conhecem os valores A( fı A+++ A fr) 
que ela assume nas formas decomponíveis. Mas, como não é única a 
maneira de escrever uma forma f € A, (E) como soma de formas decom- 
poníveis, esses valores não podem ser atribuídos de maneira arbitrária. 
A resposta a essa questão é dada pelo Teorema 8 abaixo. Segundo ele, 
para definir uma transformação linear È: A,(E) > F, basta conhecer 
uma aplicação r-linear alternada ø: E* x --- x E* + F. Tem-se então 
Pli A+A fe) = (fis... fr), sendo inútil preocupar-se com os muitos 
modos de escrever f = fi A++- A fr como produto exterior de funcio- 
nais lineares ou de exprimir uma forma alternada como soma de formas 
decomponíveis. 


40 Formas Altornadas Cap. 2 


Teorema 8. Seja p: E* x»--x E* —+ F uma aplicação r-lincar alter- 
nada. Eriste uma, e somente uma, transformação linear ò: A.(E) > F 
tal que P(A A+++ A fr) ='p(fi,..., fr) para quaisquer fi her. 
Demonstração: Fixemos uma base (&,...,En) C E*. Quando 1 = 
{i1 < -++ < ir) percorre todos os subconjuntos de 1, com r elementos, as 
formas ë = E, A+++ A Ei, constituem uma base de %,(E), pelo Teorema 
7. Logo existe uma única transformação linear &: A (E) — F tal que 
P(E) = p(êi,...,85,). Então p,ĝo A: E* x+- x E* são aplicações r- 
eares alternadas tais que (25,,...,85,) = P(A(E,...,85,)) = &(21) 

para todo I = fiy < =+- < ir). Segue-se que p = ĝo À, ou seja, 
Plis- +x fr) = (fL A- +A fr) para quaisquer fi,..., fr € E*. Qualquer 
transformação linear T: A, (E) > F que cumpra a condição T o A = p 
coincide com ĝ nas formas decomponíveis, as quais geram (E), logo 
T = ĝ, o que prova a unicidade, D 

Na verdade, como se vê facilmente, a bijeção ô > p = ĝo A é um 
isomorfismo natural A”: L(A, (E); F) > A-(E"; F). 

Em particular, tomando F = R, obtemos o isomorfismo A#: A, (E}*— 
A,(E*). Para cada € € %,(E)* e quaisquer fi,..., fp € E*, vale (A$€) 
(iseer fr) = Et A A fr). 


5 Coordenadas e matrizes em %, (E) 


Sejam (e1,...,en) C E uma base e {ē1,..., ën} C E* sua dual. Para 
todo v € E, či(v) é o coeficiente de e; na expressão do vetor v como 
combinação linear de e1,- ..; €n- 

Dados os funcionais lineares fi,-.., fp € E*, para cada i = 1,...;r 
temos f; = > aijēj. Estas igualdades definem a matriz a = [a;;] € 

=i 

Mr x n) das coordenadas dos funcionais fi,..., f; relativas à basé 
{ē1,---ĉn}. Quando J = {jı < ++- < jr) percorre os subconjuntos de 
Jn com r-elementos, as formas r-lineares alternadas E; = ej, A+++ A €j, 
constituem uma base de A, (E). Vejamos quais são as coordenadas do 
produto exterior fı A+++ A fr em relação a esta base. 

Devemos encontrar os números ay tais que A ---A fr = D ay-Ey 


T 

Começamos lembrando que se K = {kı < -++ < E) é qualquer 
subconjunto de Z, com r elementos, o valor Er(ej,---,€j,) é 1 ou 0 
conforme K = J ou K # J. Portanto, para todo J = {ji <1 < jr), 
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tem-se 
as = ak Entes se) = (fi A A ego seg) 
K 


= detlfie;,)] = deifa;j,] = detaj, 


onde a notação ay indica a matriz r x r formada pelas r colunas da 
matriz a que ocupam as posições jı,- , jy 


Portanto, de f; = Y aë; (i = 
& 

E detazēs 

T 


Como aplicação deste fato, temos o 


«.s7) resulta que fi A+++ A fp = 


Exemplo 6 (Identidade de Lagrange.) Se a = [a;;] é uma matriz r xn 


com r < n então det(a - a1) = Hídetay)?, a soma sendo estendida a 
T 
todos os subconjuntos J C 1, com r elementos. 


Para mostrar isto, sejam v1,- v, € R” e fi,..., fr € (R")* defini- 


dos por vj = Y ajer e fi = Y aër, onde {e1 
a & 


s€n} C R" é a base 


canônica e (&1,...,ên) C {R")* é a sua dual. Então fi(v;) = 35 araja 
“i 
é o ij-ésimo elemento da matriz a -a € M(r x r). Portanto 
det(a a7) = det[fi(v;)] = (f1 A+++ A f)(v1,...,t,) 
= Ð detay-es(m,...,v) = P ldeta;})?. 
T 


7 


Vimos acima que uma transformação linear 4: E —+ F determina, 
para cada r > 0, a transformação linear 


ASAP) > %4, (E), 


onde (A f)(vi,-..,0r) = F(A-v1,... , A-0), se f € A (F) eus E 
E. A transformação A*, que no caso r = 1 coincide com a adjunta de 
A, diz-se induzida por A. A forma A*f também se chama de induzida, 
por A e f, ou o pullback da forma f mediante a transformação linear A. 

A seguir, determinaremos a matriz da transformação linear A*A(F)-» 
Ys() a partir da matriz de A. Esta questão pressupõe, naturalmente, 
escolhas de bases em Æ e F. 
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sn) C F basese 
is correspondentes. 
va a essas bases éa = [aj] € M(n xm), definida 


pelas igualdades Avj = J, aijwi (j = 1,...,m). Segue-se que 
& 


Am=Dagó(i=1, 
a 


nas igualdades significam que a matriz de At: F* > E" nas 
bases dadas é a transposta de a. $ 
Para I = {i < + < ip} C Ine J = {ji < ++ < je} C Im, as formas 
es alternadas 1Dy = Üi A++ ADi, € öy = vj, A+++ Avjr compõem 
bases de A, (F) e A, (E) respectivamente, as quais nos pe: 


as igualdades 
Air= anis, 
7 


análogas às que foram destacadas acima no caso r = 1. A fi 
car os elementos da matriz [æy], observamos que 


arg = (ADI (ups estão) = Dr(Avj,o.., Av) 
= detfi (Avj,)] = detfa;,j,] = detayy 


onde ary é a matriz r x r formada pelos elementos a;; da matriz a tais 
queieTejeJ. 


Observação. A última das igualdades acima é uma mera definição. A 
penúltima resulta do fato de que o valor do funcional linear 1%; no vetor 
Avj é o coeficiente de w; na expressão desse vetor como combinação 
linear de w1,- ..,wn. No caso, (Avj) = aij - 


Vejamos agora como variam as coordenadas de uma forma r-linear 
alternada f € (E) diante de uma mudança de base em E. 

Sejam, pois, {vı,:--,un}, ftwt,... tun) bases de E e {ön 
(tdi, ...,in) as bases duais correspondentes. Se, para cada j = 
temos vj = J, aijw; então ti = 5) aijð; para todo i = 1,...,n. 

& a 

Logo se I = {i1 < © <i} e J = {ji < ++- < j+} são subconjuntos 
arbitrários de In , as formas öy = dj, A -+ A Bj; e Dr = BiA = A iiy 
compõem bases de (E). Uma forma qualquer f € N (E) ad 
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expressões f = J ayðj = 3) Bridi em termos dessas bases. A fim de 
E T 

exprimir cada ay a partir dos £y , notemos que, conforme foi observado 

no início desta seção, as igualdades &; = >) a;0; implicam que ür = 


E detay is, à soma sendo estendida a todos os subconjuntos J C Tp 
E 


com r elementos, sendo azy a matriz r x r formada pelos a;; tais que 
iEIejeJ. Assi 


Pasis =J pra = $ detar Br -y 
7 T T 
Comparando os coeficientes, obtemos 


az=) detars Br. 
T 


Em particular, quando r = n = dim E, a dimensão de (E) 
alef =at A-At = BD A-Ma. Então a fórmula de mudança 
de coordenadas reduz-se a 


a=deta-f, 


onde a = [ai] e y = Dao (ij = 1 


Mostraremos agora que a transformação linear A*: A, (F) > A, (E) 
preserva o produto exterior de funcionais lineares, ou seja, tem-se 


AAAS) SASi NNA fe 


para quaisquer fi,..., fr € E*. 
Com efeito, para quaisquer v:,.-., Ur € E, tem-se 
Afi Aee A Seon so) = (AA Am, -s Ave) 
= det[fi(Avj)] = det[A* fi(v;)] 
AA F) or, str) 
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Vamos definir o produto exterior de uma forma f € A (E) por uma 
na g E€ As(E), tendo como resultado a forma f A g E Aas(B). Isto 
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funcionais lineares, que temos considerado até agora. Noutras palavras, 
devemos definir uma aplicação bilinear 


p: A, (E) x (E) > A es(E) 


tal que 


PAAA fem A AB )=hA ARARA Ag (9) 


+9s em E*. 
(E) são gerados por formas de- 
ear q satisfazendo a relação 
Podemos então fazer uso de escolhas ar- 
bitrárias para definir p. Se a condição (*) for cumprida, as escolhas 
terão sido irrelevantes. 

Tomemos uma base (&1,...,8n) C E*. Para cada I = 
ir} e cada J = {j1 < -++ < js) contidos em 1, ponhamos 


elênen)=85 A++ N Ei A Ej, AE. 

Pelo Corolário 2, existe uma única aplicação bilinear p: A, (Æ) x 
A,(E) + A+s(E) para a qual valem estas igualdades. Resta-nos ape- 
mostrar que p cumpre a condição (*). Para isto, con 
aplicações 


A: Exx E SA dE) e a: Ex- x E' >A (E) x AE), 
dadas por 


MA ag) Efi NA fr Ag A Age 


mg 


centra) = (fi AA frg Ate Ags). 
Devemos verificar que poa = A. Pelo Teorema 1, basta mostrar que 


al, 


“Aê, NB A AB, 


«:,Bj) der + s elementos da. 
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Esta igualdade é evidente se alguma das segiiências (iy,...,i+) ou 
+Js) tem repetições pois, neste caso, ambos os membros são iguais 

Ela também vale se iy < ++- < ip e jı << js pela própria 
definição de q. Finalmente, se ambas as seqüências têm termos to- 


dos distintos, podemos levá-las à ordem crescente mediante sucessivas 


transposições. Cada transposição troca o sinal de ambos os membros da 
igualdade acima, logo ela é válida em todos os casos. 

Dadas f € A(E) e g E A,(E), escrevemos f Ag € A.s(E) em vez 
de p($,9). Além de bilinear, o produto exterior é anti-comutativo, do 
seguinte modo: Se f € X, (E) e f € A,(E) então g A f = (-1)" - f Ag: 

Isto é claro quando f e g são decomponíveis e vale em geral por 
distributividade. Pelo mesmo motivo, a associatividade 


Cagah=fa(gah, 


que é óbvia para formas decomponíveis, também é verdadeira em geral. 
Observemos ainda que as transformações lineares A*: U, (F) >A, (E), 
At: (F) > A(E), induzidas pela transformação linear 4: E > F, 
cumprem 
AfA) =A NAg. 


Novamente, isto já foi provado quando f e g são decomponíveis e 
vale em geral pela bilinearidade de A. 
Se dim E = n então a soma direta 


ME) = R © E' OM(E) ©- @ An (E) 


é um espaço vetorial de dimensão 


n n E A 
tens (5) + (ata) (6) =: 
Seus elementos são somas f = fo + fi +--+ + fn, onde as parcelas 
fr ES (E) são chamadas as componentes homogêncas de f. O produto 
ior que vem de ser definido permite introduzir, de modo óbvio, uma 
cação em A(E”), que torna este espaço vetorial uma álgebra, 
hamada a Álgebra de Grassmann de Eº. 


Exemplo 7 (O elemento de volume.) Orientar um espaço vetorial E 
é escolher uma base (u,...,un) C E, chamá-la de positiva e dizer 
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que também são positivas todas as bases [uns...stn) C E tais que 


v= Ñ aiji (G= h 
& 

Por exemplo, se M é uma superfície orientada então, para todo 

p E M, o espaço vetorial tangente TpM possui uma orientação natu- 


dt) C TpM, associada 


,n), onde detja 


ral, segundo a qual a base (Et. = 


a uma parametrização positiva p: Vo > V, com p = (zo) € V, é de- 
clarada uma base positiva. A orientação de TgM assim defi 
depende da parametrização positiva q pois o atlas que a contém é coe- 
rente, 

Seja E um espaço vetorial orientado, munido de produto interno. O 
elemento de volume de E é a forma 92 € An (E), n = dim E, definida do 
seguinte modo: 

Escolhe-se uma base ortonormal positiva (w,.... tn) C E e, para 
«tn € E põe-se 


quaisquer vi, 


onde aij = (4,15) = coeficiente de u; na expressão vj = 3 asus de uj 


como combinação linear de 

Esta definição deixa claro que Q é uma forma n-linear alternada 
em E mas aparentemente ela depende da escolha da base (tm, ..., ts). 
Para mostrar que não é assim, usaremos a matriz de Gram g = [{v;,v;)]- 


ij]. Portanto 


Temos (vi,0;) = D am * anj, logo g = a7 «a, onde a = 
E 


detg = (deta)? = (Aon ... cin)? 


Como evidentemente det g não depende de escolhas arbitrárias, o mesmo 
se dá com Mw. m) = +vdeig. 

Geometricamente, Q(tn,...,tm) = + vol. P, onde P é o parale- 
lepípedo n-dimensional construído sobre as arestas v1,.... ‚Yn , tornando- 
se o sinal + ou — conforme a base (v1,...,tn) seja positiva ou nega- 
tiva. Naturalmente, se vi,» ,Us forem linearmente dependentes, valerá 
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7 Exercícios 


Seção 1: Aplicações r-lincares 
1 (i) Se f: E1 x- x E > F é rlincar e A: F G é linear, prove que 
4 xE Gér 


2 Seja H = LB... Er; F). 
E; > H, definida por g( 
aplicação r-linear f: Ei x 


3. Dados os espaços vetoriais E, F, considere a aplicação bi 
£(E"; F) definida pondo (u,v) - f = f(u) -v para quai 
$ € E”. Prove as seguintes afirmações: 

sYa} C F são bases então as transformações 

<me1<j <n, formam uma base de L(E"; F). 

inear p é universal, ou seja, para to 


Gta quey = por 
4. Seja es € M(n x n) = M a matriz cujo ij-ésimo el 
iguais a zero. Seja f: R" xR" > 
onde {e1.--,en} C R" é a base canônica. Prove que uma matriz não-nula 
pertence à imagem de f se, e somente se, tem posto 1. 
5. Uma aplicação bilinear f: E x E — F chama-se simétrica 
Flou) para quaiiquer $, € E eanhiciimátrica quaiido f( 
Prove: 


g(u,u) para todo u € E então f = g. 
Gi) Toda aplicação bilinear p: E x E -> F se escreve, 
soma p= f +g onde f é simétrica e g é anti-simétrica. 


nodo único, como 


Seção 2: Formas alternadas 

1. A partir da definição (diretamente) prove que se f: R? x R? -> R é uma forma 
bilinear alternada então existe a € R tal que, para quaisquer vı = (z1, y1) € 
va = (22,53), tem-se (01,02) = alz1y2 — 2291) 

2. Seja f: R? xR? >R uma forma. 
w €R? tal que f(r1, ez 

3. Se f € L-(E;R) e a é uma permutação de r objetos, defina a forma af € 


w) para vi, va € R? arbitrários. 


Defina o operador linear A: £-(E;R) -> £y(E:R) pondo, para cada f € 
CHER, Aif = D covof. Prove: 
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(i) A- f é uma forma alternada; 
FEM (E) se, e somente se, A. f=r!f 


sita) = 


vetores aí indicados; 


iv) Se fis... fr € E" então prove que fi A++- A fe = A 


5. Prove que os vetores vr, 
mente se, existe f € M(E) 


6. Uma forma 
Prove que se f é simétrica tem-se A-f = 0. Dë unr exemplo mostrando que a 
recíproca é falsa. 


Seção 3: Determinantes 


1. Dois operadores lineares A: E > E e B: F > F chamam-se conjugados 
quando existe um isomorfismo p: E — F, entre os espaços vetoriais E e F, tal 
que po A = B op. Prove que se A e B são conjugados então det À = det B- 


cs quando aij = -aji 
trica tem determinante 


2. Uma matriz a = [ai] € M(n xn) chama-se ar 
Se n é ímpar, prove que toda matriz n x n ant 
nulo, 


3. Calcule o determinante de uma matriz a = [ay] € M(n x n) sabendo que 


aij =D quando i+ j < n. 


Seção 4: O produto exterior de funcionais lineares 
1. Defina uma transformação linear p: R" — ANa: (R") pondo, para v, 
unos ERP, p(o) +ttn-1), onde fo, 
éa matriz nxn icados. Prove as seguintes 
afirmações 
sp é um isomorfismo; 
) Dado v # O em Rº, se (u,u,...,ttn-1) C R" é uma base então p(v) = 
AN Eno, ER 
i) Conclua que toda forma alternada de grau n — 1 em 
2. Seja (e1,62,63,64) C RÉ a base canônica. Prove que não existem f,g € (R?) 
tais qne fAg=EA Ea +Es AE 


decomponível 


3. Sejam fi,..., fe € E" linearmente independentes. Se 9),...,9- E E” são tais 
que É fy A gs = 0, prove que, para cada j = 1,...,r tem-se gj = È ay fiy 


onde ai = aj 


Seção 5: Coordenadas e matrizes em (E) 


1. Dadas as matrizes a € M(r x n) e b € M(n x r), com r < n, prove que 
deta-b = 3) detax -detbx , onde K percorre todos os subconjuntos de Jn com 
LA 


7 elementos, 
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conta € RH então detl(ui,25)] = (ty x + x 


3 Seja A: E + 
transformação linear induzida A* 


Seção 6: A Álgebra de Grassmann 


1. Dados arbitrariamente. a os funcionais lineares 
lo fı = axēı + ač e, para 2 <$ i S n—1, fi = 
nde, como no texto, {ë1,... ën} C (R")” é à base 
dual da base canônica de R”. Prove que 


AAA faai = Oai ër A A Eim A Esso 


Aën 


e conclua que toda forma alternada de grau n—1 em R" (portanto em qualquer 


»9+) conjuntos linearmente independentes em E”, 

A fim de que eles sejam bases do mesmo subespaço S C 5º, prove que é 

necessário e suficiente que, para algum a € R, se tenha 91 A -+ A ge = a < fi A 
SA fe 

„fe € E" linearmente independentes. Prove que o conjunto S = 

9 € E") é um subespaço vetorial de dimensão n=r de A+ (E) 


Prove que o elemento w = fo + fi +--+ fa (fi € 
Grassmann A(E”) é invertível se, e somente se, fo # 0. 


da Álgebra de 


3 


Formas Diferenciais 


1 Primeiras definições 


Uma forma diferencial de grau r num aberto U C R” é uma aplicação 
w: U > A, (R°). Para cada x € U, w(x) é uma forma r-lincar alternada 
em R”, 

Denotamos, como é tradicional no Cálculo, por (dzi,...,dzn) C 
(R")* a base dual da base canônica {e1,...,€n} C RP. A base natural 
de A (R”) consiste nas formas dz; = di, A++- A dzi, , onde 1 = fiy < 

++ < i+} percorre todos os subconjuntos cont r elementos do conjunto 
Ta = (1,2,...,n). Então, para cada z € U, temos u(z) = SD az(z)dz; , 
T 


onde os az(z) = w(x) (ci;,...,e5,) são as coordenadas de w(z) relativas 
à base composta pelos dzy. Quando as funções ay: U — R são de classe 
O$, diz-se que w é uma forma de classe C*, 

Lembremos o significado das r-formas dry. Dados os vetores 
wi, est E R”, seja a = [ayj] a matriz n xr cujas colunas são os 
wj dados. Indicando com ay a matriz r x r formada pelos as; tais que 
i € I, temos dzy(w,...,1,) = detar = + volume da projeção do para- 
lelepípedo que tem os w; como arestas sobre o subespaço r-dimensional 
de R" constituído pelos vetores x = (71,..., £n) com 2; = se kg 1. 

Se M C R” é uma superfície im-dimensional, uma forma diferencial 
de grau r em M é uma correspondência w que associa a cada z € M uma 
forma r-linear alternada w(z) € A (T:M). Assim, para todo 2 € M 
é toda lista de r vetores un, ... um, € TEM, w(z) - (w,...,tur) é um 
número real que depende linearmente de cada ww; e se anula quando 
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wi=wjeomiž j. 

Se f: M — N é uma aplicação de classe C* (k > 1) entre as su- 
perficies M, N, a cada forma diferencial w de grau r em N corresponde 
uma forma f*w, de mesmo grau em M, chamada o pullback de w por f, 
definida por 


(Foa) + (wrs --- sur) = (to) (2) wrs- +3 f(E) cor) 


para todo z € M e quaisquer wi, .. ur € TyM. Aqui, a transformação 
linear f'(2): TeM > Tyts) N é à derivada de f no ponto z. 

Note-se que» ++ f*w define uma transformação linear, isto é, f” (aw+ 
bo)=a-f'w+b-f'o se a,b ER. Além disso, f*(w AD) = [tu A f'o 
e, se f: M — N e g: N — P são aplicações de classe Cf (k > 1) então 
(g0 f)'w = f*(g'w) para toda w em P. 

Se M está contida na superfície N e i: M — N é a aplicação de in- 
clusão, i(2) = z então, para toda forma diferencial w em N, seu pullback 
é a forma i'w, chamada a forma induzida por w em M, ou a restrição 
de w a M, às vezes representada por w|M. 

Para obter i*w basta, na expressão w(2) - (w1, -. w), limitar-se a 
considerar z € M e wi,..., wr € TM. 

Seja p: Uo > U C M uma parametrização local na superficie m- 
dimensional M C R". Em cada ponto £ = p{u) € U, indicaremos com 


tdi... dum) C (T-M)' a base dualda base | 22 Zw} E 


de oge 
TeM. Na verdade, a notação mais precisa seria du;(z) mas escrevemos 
du; por simplicidade. As formas diferenciais dur = dus, A+++ A diu, , 
I=(i<-<i)C Im, constituem, em cada ponto z € U, uma 
base de A, (Ts M) portanto toda forma diferencial w de grau r em M se 
exprime, em termos da parametrização p, como 


w(z) = 5 ar(u)dur, 2 = plu). 
T 


Se: Vo > V C M é outra parametrização, com U NV # Ø então, 
para todo z = y(u) = (v) € U NV temos os pares de bases dus 


w} C TaM, {du,.--, dim} C (TsM)*, 


) C TM, (dw,... dom) C (Ta M)" 
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e as relações -ir T "SÈ Eri 
Nestas igualdades, [3v;/ðu;] é a matriz jacobiana do difeomorfismo 
£= yo: p-MUNV) + Y~ (UNV), calculada no ponto u, a derivada 
Öpjðuj é tomada no ponto u e p/v; é calculada no ponto v = E(u). 
A parametrização 4) determina em A, (T+ M) a base constituída pelas 
r-formas dur = dvi, A -++ A du;, - Como vimos no Capítulo 2 (seção 5), 
se z = p(u) = (0) € U NV então 


w(2) =) as(u)dus = J- br(v)dur = as(u) = J- det[3vr/3us]brtv), 
J T T 


onde [ðvr/ðus] é à matriz r x r formada pelos elementos 0v;/0u; da 
matriz jacobiana da mudança de parametrização € = =" o 4p tais que 
i€ I e j € J, sendo as derivadas calculadas no ponto u € “MU NV). 

Merece destaque o caso em que w é uma forma diferencial de grau 
m na superfície M de dimensão m. Então 


(a) = a(u)din A- -Adum = b(v)doiA---Adum => a(u) = det Jé(u)-b(o), 


onde Jé(u) é a matriz jacobiana do difeomorfismo € = yo p calculada 
no ponto u € p™° (U NV) 

Se a superfície M é de classe C*, tem sentido dizer que a forma 
diferencial w, definida em M, é de classe Cº, onde s < k— 1. Isto 
significa que cada ponto de M pertence a um aberto U C M, imagem 
de uma parametrização p: Up — U, de classe C*, relativamente à qual 
se tem w = J ar + duz , onde as funções ay: U — R são de classe CS. As 

T 


fórmulas de mudança de coordenadas ay = 5) det[2v; /ðuz]br mostram 
T 


que se ay é de classe CS, s < k — 1, então o mesmo ocorre com as 

coordenadas by de w relativas a qualquer outra parametrização y de 

classe C*. 

Observação. Usaremos, conforme seja mais conveniente, a notação 
Ou; 
du; 

fismo é = 47! op: q-HUNV) > y-HUNV), segundo o qual E(u) = v 

quando pfu) = (v). 

Exemplo 1. Em qualquer superfície M, as formas diferenciais de grau 

zero são simplesmente as funções reais g: M > R. Se f: M — N é uma 

aplicação de classe C% então o pullback de g por meio de f é f* (g) = gof. 


|. ou então JE, para representar a matriz jacobiana do difeomor- 


Exemplo 2. Em R, as formas diferenciais de grau 1 são do tipo 
w(z) = f(x)dz. Em abertos de R2, as formas de grau 1 são, como 
sabemos, w(z,y) = a(z,y)dz + b(z, y)dy, que correspondem aos cam- 
pos vetoriais F(z,y) = (a(2,),b(2,y)), e as formas de grau 2 são 
w(z,y) = a(z,y)dz A dy, cada uma delas equivalente à função a(z, y). 
Num aberto U C Rê, uma forma diferencial de grau 1 se escreve como 
w = adz + bdy + cdz, onde a, b, c são funções reais definidas em U, e 
equivale ao campo vetorial F: U > R$, F(p) = (a(p), b(p), e(p)), p € U. 

Uma forma de grau 2 em U é do tipo w = a dĝA dz +bdgh dz +edr Ady 
e também pode ser identificada com o campo de vetores F = (a,b,c) 

Finalmente, uma forma de grau 3 em U é dada por w = adz A dy A dz 
e corresponde a uma função a: U — R. Estas observações mostram por 
que, em dimensões < 3, formas diferenciais podem ser substituídas por 
funções e campos vetoriais nos estudos elementares de Cálculo. 


Exemplo 3. Sejam w = ady A dz + bdz A dz + cdz A dy uma forma dife- 

rencial de grau 2 definida no aberto A C R? e M uma superfície (bidi- 

mensional) orientada contida em A. Considerando a inclusão i: M — A, 

a restrição i'w se escreve, em termos de uma parametrização positiva 
: Uo > U C M, ọ{u,v) = (z(u, v), y(u, v), z(u, v)), como 


Aqui, a= aop, 


ôluz) Ea SA de: 


duo) ` [ðy/ðv dajôy 
Esta fórmula se obtém fazendo a mudança de variáveis (2,9,2) = 


(z(u,v), y(u, v), z(u, v)) na expressão de w e observando que dz = equi 
an, ete, Vê-se que o coeficiente de du Adv em i*w é o produto interno 


do vetor F = (ã,8,2) pelo vetor N = Da 


Ou » O qual é normal à 
superfície M e tem o sentido dado pela orientação da mesma. Podemos 
então escrever i*w = (F, N) - du A dv, como no Cálculo. 


Exemplo 4 (Elemento de volume.) Seja M uma superfície orientada 
de dimensão m. O elemento de volume de M é a forma diferencial 
w, de grau m, definida pondo-se, para cada £ € M e wi... um E 
TM, w(z): (W11: yW) = + volume do paralelepípedo determinado por 
usos tbm (efn Exemplo 7, Capítulo 2.) Dada uma parametrização 
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positiva p: Uo > U C M, definimos as funções gij: Up > R pondo 
wo=( 

x = p(u) € U, o volume do paralelepípedo que tem aE (u), 

como arestas é igual a y3, ou seja, w(£) + (2w 

isto significa 


que w = y3- du A: A dum À 
Prosseguindo com a notação do Exemplo 4, temos o 


Exemplo 4a (Elemento de volume de uma hiperfície) No caso par- 
ticular em que M C R™+! é uma hiperfície orientada de classe C*, 
temos y3 = . Escrevendo, para cada z = (u), 
N) = DE (ue = (u), vemos que N(z)/|N(z)| = v(z) é 0 vetor 
u um $ y 
unitário normal que define a orientação de M. O volume m-dimensional 


dp do w] é igual ao do paralelepipedo 


do paralelepípedo [gt E 


Em 
de Š 
(m+1)-dimensional po Sh Eta] . Logo para ts... Um E 


TsM temos 
cole) - (Wis: tbm) = detfu(o) wi, esto 


onde [v(2), 115...» Wm] agora é a matriz (1m+1) x (m + 1) cujas colunas 
são os vetores aí indicados. Desenvolvendo o determinante segundo os 
clementos da primeira coluna, isto nos dá 


mtl 


voto) + (seism) = J DH nile) Ai 


= 


(ila)... ,Ymy(2)) é Ai é o determinante (menor) da 
matrix m x m que resulta de [un, .. ., têm] por omissão da i-ésima linha. 
Escrevendo (agora e no que se segue) dr, A <=: A dz; A =+ A dz 
em vez de dzy A+++ A dz A dx A ++- A dEm+1, vemos que A; = 
(al A se Aide NA dia) (ts o est): 
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Então concluímos que, para todo z € U, 


ma 
w(a) = 5 (uia) de Anda Ade mat 
a 
é a expressão da forma elemento de volume da hiperfície M em termos 
das coordenadas do vetor unitário normal v(z) = (v (2), ... ,vm+1(2)) 
e da base canônica {dz1,... ,dzm41} C (R+). 
Quando M é a esfera unitária S™ então v(x) = z e obtemos assim o 


Exemplo 4b (Elemento de volume da esfera.) Vimos acima que o 
elemento de volume da esfera S™ é a forma 
ma É 
uz) = 5 (-1) + z -dr Ace A Fi A e A dim 
a 
Na realidade, esta expressão define uma forma diferencial de grau m em 
E”, cuja restrição a $” é o elemento de volume. De modo evidente, 


se S é a esfera de centro a = (ay,...,Qm1) é raio r, seu elemento de 
volume é dado por 


mt 


wla) = J DH ES gr A. ATA Adamit- 
Et 


O próximo exemplo faz uso da projeção radial f: R+ (0) — gm, 
definida por f(x) = z/jz). Vamos calcular a derivada f'(x): Rn*! — 
Tys)S”. Todo vetor w € R™+ se decompõe na soma w = cz + Ù, 
onde 15 = w — cx é ortogonal ao vetor z no qual estamos considerando 
a derivada. 

Portanto, para todo z € R™+! — (0) e todo w € R™+, temos f(x) 
w= (2) -ce + f'(z)- 0. Mas f'(x) -cz = 0 pois f é constante, igual a 

ao longo da semi-reta Oz, sobre a qual se situa o vetor ex. Logo 
4'(2)-w = f'(2)-©. Sendo ortogonal a z, o vetor 17 é tangente, no ponto 
2, à esfera S de centro O e raio |æ], restrita à qual f é simplesmente a 
multiplicação pela constante 1/[z), logo f'(x) -w = f'(2) 15 = 15//a) = 
(w — ex)/izl. 
Exemplo 5 (Elemento de ângulo sólido.) Trata-se do análogo multi- 
dimensional da forma elemento de ângulo vista no Capítulo 1. O ele- 
mento de ângulo sólido é a forma diferencial N de grau m; definida em 
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R" — (0) como Q = f*w, pullback da forma w, elemento de volu- 
me da esfera unitária S” pela projeção radial f: RĦ+! — (0) > sm, 
Hx) = x flo). Assim, para z € RP — {0} e wi,...,wm E RMH, 


em) =o (E) (to) cam.) cmo 


Este valor é o volume orientado do paralelepípedo m-dimensional cujas 
arestas são os vetores f(x) -1w;, tangentes a S™ no ponto x:/jz|. Como 
o vetor unitário 1:/[z| é normal a S™ nesse mesmo ponto, este também 
é o valor do volume orientado do paralelepípedo’ (m + 1)-dimensional 
cujas arestas são «:/jz], (2) -uwn,..., f'(2) “tom. Como f(x) - wi = 
(wi — ca) /lal, temos 


Ma) - (um 


pois o valor de um determinante não se altera quando se subtrai de 
uma de suas colunas um múltiplo de outra. Como no Exemplo 4a, 
desenvolvendo o determinante segundo os elementos da primeira coluna, 
e observando que (dz, A «+ A dz; A -++ Adzm1)(wn,..., tm) = det Ai, 
onde A; é o determinante da matriz m x m obtida de [wn,.-. tm] por 
omissão da i-ésima linha, obtemos 


más 
Pa) = a SI) sedes AoA BA Adema 


= 


como expressão da forma elemento de ângulo sólido. 


2 A diferencial exterior 


A diferencial exterior dw de uma forma w é definida de tal modo que os 
vários teoremas do Cálculo, conhecidos sob os nomes de Green, Gauss, 
Ostrogradsky, Stokes, e até mesmo o Teorema Fundamental f? df = 
1(t)- (a), sejam resumidos numa única fórmula, que se escreve Jy, dw = 
Jom € é chamada de Teorema de Stokes. Nosso próximo passo, à cami- 
nho dessa fórmula, será a definição e o estabelecimento das propriedades 
básicas de dw. 
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Inicialmente, seja w = J` ajdzy uma forma diferencial de grau r e 


T 
classe C* (k > 2), definida no aberto U C R". A forma diferencial de 
graur+1 


dw =Y day Adz; = 
T 


de classe C-! em U, chama-se a diferencial exterior de w. 
É claro que se a, f € R então d(aw + Pã) = a- dw + B - do. 


Exemplo 6. Sew = f: U — R é uma forma de grau zero, ou seja, é sim- 


E 
plesmente uma função real, então dw = df = 3) PL in é a diferencial 
ðr; 


usual de f. Se w= Ð aj dz; é uma forma de grau 1 então 


como resulta ao se levar em conta que dz; A dz; = dz; A drj. E se 
considerarmos a forma w = 3)(=1)a;dr; A -++ Adr A -++ A den, de 
Ea 


pois se i £ j então e drj Adti A Adti A+ Ade = 0. 
Teorema 1. Sejam U C R™, V CR" abertos, f: U >V de classe C* 
(k > 2) e w, & formas diferenciais em V. Então: 

1) dio Aa) = do AD + (1) e w Ada; 

2) díduo) = 0; 

3) dfw) =f" (dw). 
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Demonstração: Como d e f* são transformações lineares, basta consi- 
derar o caso em que w = adzy e © =bdzy. Então 


d(w AG) = dabdzy A dzs) = d(ab) A dry A dzs 
= (bda + adb) Ade; A dzy 
=bda Adz Ndzy + adb A der Àdrs 
=do no+ (1) adzı db A des 
= do NB + (-1)™ w A do, 
pois dbadey = (=1)8"“ dey Ad. Isto prova 1). Quanto a 2), observemos 
inicialmente que ddz = d(l-dzr) = didz; = 0. Além disso, se cj = cij 


então, como de; A dz; = —de; A dzj, tem-se X) cij dz; A de; = 0. 
ija 

Portanto, em virtude do Teorema de Schwarz, dada a: V —> R de classe 

C?, vale 


Conseqüentemente, se w = adzy , tem-se 
d(dw) = d(da A der) = d(da) A des —.da A d{dzr) = 0. 
Finalmente, para provar 3), comecemos com o caso em que w tem 
grau zero, isto é, w = g: V > R. Então f'w =gof:U >R. Pela 
Regra da Cadeia, para todo z € U e todo vetor w € R™, temos 
(1º dw)(2) - w = (f* (dg))(£) -w = dolf (2)) - Ft) -w = dlg o ls) -w 
= d(f*w)(e) -w 
o f*dw = df*w quando w tem grau zero. Em particular, conside- 
rando cada projeção zi: V — R, temos f* dz; = d(f* xi), logo f* dzy = 
d(f* z). Segue-se que d(f* der) = dd(f* xr) = 0. Se w = adzy então 
fu = fa: f*dzr e dai 
d(F'w) = d(f*a) A f'des + fa -d(F'der) 
= fº(da) A f*dsr = f*(da Adz) = f* (dw). 
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Definiremos agora a diferencial exterior dw de uma forma w numa 
superficie M. 

Em termos de uma parametrização q: Uo > U C M, a forma w 
admite a expressão w(2) = Dar(u) A dur, z = p(u). Então pomos 


do(a) =J dar(u) Adur, z= plu) € U. 
T 


A fim de ressaltar que esta definição faz uso explicito da parame- 
trização y, escreveremos dyw em vez de dw e nos proporemos a mostrar 
que se Y: Vo > V C M é outra parametrização então dyw(z) = dpuw(z) 
para todo z EU NV. 
Em primeiro lugar, quando f: U NV > R é uma função, tem-se 
= dof = df. Em seguida, como na demonstração do Teorema 1, 
vemos que as transformações lineares w + dps e w = dyw gozam das 
propriedades 1), 2) e 3) ali enunciadas. Portanto, para todo £ € U NV, 
tem-se 


dyw(z) = dy (Do du) =J dyar Adur 
7 T 


= È dyar A dur = dyto(z) 
T 


Conseqüentemente, a diferencial exterior da forma w está bem de- 
finida como dw = 5) day A dur quando w = Y` ay dur é dada em termos 
T T 


de uma parametrização q: Ug >U C M e dw é univocamente caracte- 
rizada pelo fato de que w +> dw é uma transformação linear de formas 
de grau r em formas de grau r + 1, a qual coincide com a 
comum de uma função quando w tem grau zero, e goza das propriedades 
1), 2) e 3) que constam no enunciado do Teorema 1 

Usaremos a notação A'(M) para representar o espaço vetorial cujos 
elementos são as formas diferenciais C% de grau r na superfície m- 
dimensional M C R” de classe O, A diferenciação exterior, que vem 
de ser definida, é uma transformação linear 


d: AM) + A"! (M). 


Uma forma diferencial w € A”(M) chama-se fechada quando dw = 0. 
Por sua vez, w€ ATHL(M), chama-se uma forma exata quando existe 
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a € A'(M) tal que da = w. Portanto as formas fechadas compõem o 
núcleo, e as exatas a imagem, de d. 


Observação. A exigência de que as formas diferenciais em A” (M) sejam 
de classe CS é feita a fim de que w € A"(M) => dw € A™! (M). 


Exemplo 7. Toda forma w € A™(M), m = dim M, é fechada pois 
AM) = (0) quando r > m. Como dod = 0, toda forma exata é 
fechada. A recíproca é falsa pois, como vimos no Capítulo 1, a forma 
N=(-ydz + zdy) / (£? + y?), de grau 1, é fechada mas não é exata em 
R? — (0). Naquele capítulo, vimos também que se o aberto U C R" 
é simplesmente conexo então toda forma fechada de grau 1 em U é 
exata, A seguir, provaremos o importante Lema de Poincaré, segundo 
o qual toda forma fechada (de qualquer grau r) num aberto convexo é 
exata. Ele será obtido como consegiiência de um resultado mais geral 
que relaciona formas diferenciais com homotopia. 


Observação. Uma forma de grau > 1 numa superfície simplesmente 
conexa pode ser fechada sem ser exata. Tal é o caso do elemento de 
volume de uma superfície compacta orientada, conforme veremos no 
Capítulo 5, Corolário 1. 
Uma homotopia entre as aplicações contínuas f,g: X — Y, onde 
X CR” e Y C R", é uma aplicação continua H: X x [0,1] > Y tal 
que H(a,0) = f(z) e H(z,1) = g(z) para todo z € X. Diz-se então 
que f e g são aplicações homotópicas e escreve-se f ~ g ou, mais pre- 
cisamente, H: f ~ g. A relação f = g é uma equivalência no conjunto 
das aplicações contínuas de X em Y. Com efeito, H: X x [0,1] > Y, 
definida por H (x,t) = f(z), é uma homotopia f ~ f. E se H é uma ho- 
motopia entre f e g então K (z, t) = H(z, 1 — t) é uma homotopia entre 
ge f. Finalmente, se H: f =g e K: g ~ h então L: X x [0,1], definida 
por L(z,t) = H(2,28), £ € X, 0 < t < 1/2 e L(z,t) = K(z,2t — 1) se 
1/2 < t < 1, é uma homotopia entre f e h. 
Se U C R" é um aberto e f,g: U — Y C R” são aplicações de classe 
C*, tem sentido falar de uma homotopia H: U x [0,1] > Y de classe C* 
(0 < k < 00) entre f e g. Embora U x [0,1] C Rº* não seja um aberto, 
isto significa que existem e são contínuas todas as derivadas parciais de 
4 nos pontos (2,t) € U x [0,1], até a ordem k, apenas com a ressalva 
de que nos pontes (2,0) e (z, 1) as derivadas em relação a ¢ devem ser 
tomadas à direita e à esquerda, respectivamente. Na verdade, U x [0, 1] é 
m exemplo de superficie com bordo. Seu bordo tem duas componentes 
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conexas, U x {0} e U x (1), que são hiperfícies em R™+1, As superfícies 
com bordo serão vistas no Capítulo 5. 


A relação de homotopia de classe C* é ainda uma equivalência. As 
propriedades reflexiva (f ~ f) e simétrica (f = g = g = f) se provam 
como antes mas há uma precaução a ser tomada quanto à propriedade 
transitiva (f 9,9 = h = f « h) pois uma função contínua £: [0, 1] > 
R pode não ser de classe C* embora suas restrições £|[0, 1/2] e €|[1/2, 1] 
o sejam. Para evitar esta inconveniência, mostraremos agora que se as 
aplicações f,g: U > Y C R” são C*-homotópicas então existe uma 
homotopia K: U x [0,1] + Y, de classe C*, tal que K (x,t) = f(£) se 
O<t<1/3eK(z,t)=9(r) se 2/3 < t < 1, seja qual fora € U. Então 
K será chamada uma homotopia adaptada. 


Sempre que for conveniente, podemos considerar uma homotopia 
adaptada como uma aplicação H: U x R > N, de classe C*, simples- 
mente pondo H(x,t) = f(x) se t < 0 e H(z, t) = g(z) quando t > 1. 


Para adaptar uma homotopia H: U x [0,1] > Y entre f e g va- 
mos utilizar uma função Ç: R > R, de classe 0º, com as seguintes 
propriedades: O < €(t) < 1 para todo t € R, C(t) = 0 para t < 1/3 
e ¢(t) = 1 quando t > 2/3. Então, se H: U x [0,1] > Y é de classe 
C*, com H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(z) para todo z € U, a aplicação 
K: U x [0,1] > Y definida por K(z,t) = H(z,€(t)) é uma homotopia 
adaptada entre f e g. 


Se f,g,ħh: U — Y são tais que f = g e g ~ h em classe C}, tomamos 
homotopias adaptadas H: f ~ g e K: g ~ h e definimos L: U x [0,1] > 
Y pondo L(z,t) = H(2,2t) se t € [0,1/2], L(z,t) = K(z,2t — 1) se 
t € [1/2, 1] e teremos uma homotopia L: f = h de classe C*. 


A função Ç: R > R, que empregamos acima, nos será útil noutras 
ocasiões. Ela pode ser definida assim: em prinheiro lugar, consideramos a 
função a: R > R, definida por a(t) = el se 0< t< 1e a(t) =0 
set<0out> 1. Esta é uma função clássica, conhecida pelo fato de 
que todas as suas derivadas nos pontos O e 1 se anulam. Então a é de 
classe 0, 


Cap. 3 


Figura 12. Forma do gráfico da função a. O fato essencial é que a se 
anula nos pontos 0 e 1, juntamente com suas derivadas de todas as ordens. 
1 
Em seguida, definimos 4: R — R pondo f(t) = 7 fy a(s) ds, onde 


b= fi a(t)dt. Então 8 € C®, 0 < S(t) < 1 para todo £ EB, fl) = 0 
se t < 0 e p(t) = 1 se t > 1. Para obter Ç agora é só mudar de escala e 
transladar: pomos então Ç 


Figura 13. Gráficos das funções 8'e Ç. 


Podemos agora demonstrar o 
Teorema 20), Sejam f,g: U —> N aplicações Cº-homotópicas do 
aberto U C R" na superfície N, de classe O. Para toda forma dife- 
rencial fechada w € A"(N) existe uma forma a € A'I(U) tal que g'w — 
f'w = da. 


19 Ver o Teorema 3 do Capítulo 4, a seguir. 
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Demonstração: Como foi observado acima, a homotopia entre f e g 
nos dá uma aplicação H: U x R > N, de classe 0%, tal que H(2,0) = 
fz) e H(2,1) = g(z) para todo z € U. Usaremos H para definir 
uma transformação linear L: A'(N) > AT-HU) tal que g'w — f%w = 
Ldw+dLw para toda w € A'(N). Então, se w é fechada, pondo a = Lw 
o teorema estará demonstrado. Começaremos introduzindo, para todo 
t € R, a aplicação de inclusão à: U > U x R, onde i.(x) = (x,t). Em 
seguida, definiremos a transformação linear 


K: N (U xR) > AMD) 


do seguinte modo: toda forma w € A”(U x R) se escreve, de maneira 
única, como w = dt Aa +8 onde nem a = a(2,t) = Y ar(z, t)dzy nem 


8 = Blz,) = Dtslz,t)dzy contém a diferencial dé Então à fris 


Kw E AHU) é dada por 


(Kuja) = fato, J-F (i E a) das 


T 


Afirmamos que, para toda forma w € A”(U x R) tem-se 


Kdo+dKw=ijw-ipo. 


ðb, ob, 
d8 = tmn van SA 2 dry, segue-se que 


du = d(dt A œ+ P) = —dt A da + dg = 


d ðb, 
=dtA (giang Brans) +h 
E 


E 
=D ea dzy Adry é a parcela que não contém dt, logo não é 
Sa des 
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considerada por K. Então 


nas apos 


T 1 


1 
e dK- (i (Z «)) dzjAdzr, portanto 


Ti 


Kido) + (Ko) = 5) (f Za) dss 


7 


= (bs(z,1) — by(z,O))dzs 
7 


=iju-igu 


“Agora definimos a transformação linear L: A"(N) = A'=HU) pondo 
L = K o H” e vemos que, para toda w € A'(N), vale 


Lídio) + d(Lw) = K(H* dw) + d(KH" w) = K(4H* w) + (KIT w) = 
Hº w) — ig w) = (Hoi) w— (H oio)" w = 
=g'w- fw. 
é fechada, temos L(du) = L(0) = O logo, pondo a = Lw, 
que L(du) + d(Lw) = da, portanto g'w — f*w = da, com- 
letando assim a demonstração. o 
Corolário 1 (Lema de Poincaré.) Se U C R™ é um aberto convero 
então toda forma fechada w € AU) é erata. 

Com efeito, se U é convexo então a aplicação identidade id: U > U 
inearmente homotópica a uma constante c: U — U, logo, para toda 
rma fechada w € A”(U), tem-se w = (id)"w = (id)tw — c"w = da para 

alguma a € AI(D) o 


Corolário 2. Uma forma w € A(M) é fechada se, e somente se, é 


Exemplo 8. O rotacional de um campo de vetores F = (a,b,c), 
classe 0º no aberto U C R$, é definido como o campo 


x 2) 
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A divergência de F é a função div F: U — R, definida por 


5 ða db ðc 

rt tg 
Um cálculo direto mostra que div(rot F) = 0. Esta igualdade pode ser 
vista como uma maneira de ex] que dda = 0, onde a = adz +bdy+ 
cdz. O Lema de Poincaré permite concluir que, quando U é convexo, 
vale a recíproca, ou seja, se o campo G = (f,9,h): U — R$, de classe 
CS, é tal que div G = 0 então existe um campo F: U - R? tal que 
G = rot F. Com efeito, divG = O significa que a forma w = fdy A 
dz + gdz A dz + hdz A dy é fechada, logo é exata no aberto convexo U. 
Então existe uma forma a = adz +bdy-+ cdz em U tal que w = da. Isto 
significa que 


3 Exercícios 


Seção 1: Primeiras definições 
(1. Sejam a,8: U > (R$) formas diferenciais de grau 1 no aberto U C R?, com 
A B(2) # O para todo z € U. Se w: U — (Rº)* é uma forma diferencial de 
grau 2 em U tal quewAa = wA8 = 0, prove que existe uma função f: U —+ R 
tal quew = f - (æ A8). Se a, 8 e w são de classe C*, prove que f € C. 
Prove que uma superfície m-dimensional M é orientável se, e somente se, existe 
uma forma contínua w de grau m em M tal que w(x) £ O para todo z € M. 
(Se M é orientada, a forma w chama-se positiva quando w(z) 
para todo z € M e toda base positiva (ui, ..,tm) C Te M.) 

. Seja f: M -> N um difeomorfismo local. Se N é orientável, prove que M é 
Sejam Af, N orientadas, M conexa e f: M — N um difeomorfismo local. 
Prove que o isomorfismo linear f'(x): T-M — TyçajN' ou preserva orientação 
para todo z € M ou inverte para todo z. 

$: R"—{0} > Rº—(0), dada por f(e) = z/|z|?, é um difeomorfismo 
que inverte orientação. 

. Seja f: M => N um difeomorfsmo local sobrejetivo de classe C*, k > 1. 
Suponha que M seja orientada e que f tenha a seguinte propriedade: so 
11) = f(gs) então o isomorfismo linear f(za)-*o f (21): Ta M > Toa M 
preserva orientação. Prove que N é orientável. Quando M é conexa, prove 
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preserva orientação, 
Defina f: Rº*! — (0) + M((n-+1) x (n+1)) pondo f(x) = [zi :z;] para todo 
æ= (tis: -,2np1) ES”. Prove que f(z) = f(y) & y = +z e que o conjunto 
P" = f(5") é uma superficie n-dimensional compacta, que é orientável se, e 
somente se, n é impar. (P* é chamado o espaço projetivo (real) n-dimensional.) 

Seção 2: A diferencial exterior 
Assinale (CJerto ou (E)rrado nas seguintes afirmações: 
(©) Toda forma diferencial de classe C? e grau n em R” é exata 
( ) Sejam a, 8 formas de classe C? na superfície M. Se a é fechada então 
an dê é exata. 
(() Numa superfície orientada, a forma elemento de volume é fechada mas 

é exata. 
(1) O pullback de uma forma exata é uma forma exata. 
Seja w uma forma de classe C™% e grau 1 no aberto U C R". Uma função 
J: U + R- {0}, de classe C>, chama-se um fator integrante de w quando a 
forma f w é fechada. 
(1) Prove que se w possui um fator integrante então w A dis = 0. 
(i) Dê um exemplo em que w não possui fator integrante. 
Considerando R” C R"! definido por xn+1 = 0, prove que se f for um 
egrante de w então a forma a = + f -dzu+1 Cumpre a Ada =0. 


uma forma de classe C* em Rº*! — (0). A partir daí, prove que toda forma 
fechada w de grau 1 na esfera Sº, com n > 1, é exata e conclua que existe 
2€S" tal que w(2) =0. 

Seja P* o espaço projeti imensional. (V. Exercício 7, Seção 1.) Consi- 
derando o difeomorfismo local f: S” — P*, prove que uma forma diferencial 
fechada w € A" (P") é exata se, e somente se, fu é exata em S". 


. Prove que toda forma fechada de grau 1 no espaço projetivo P” éexata (n > 1). 


4 


Ohne Titel 


Neste capítulo, estudaremos duas noções ligadas às superfícies no espaço 


saber: a vizinhança tubular e as partições da unidade. Como aplicação, 
provaremos a versão diferenciável do Teorema de Jordan-Brouver. 


1 A vizinhança tubular 


Seja M uma superfície de dimensão m em R™+", A bola normal aberta 
de raio € e centro no ponto z € M é o conjunto 


Bt(z;e) = {2 +v; v € TM! lo] < €} 


“Tomando |v] < € em vez de |v| < e, temos a bola normal fechada 
B[z;e]. Quando M é uma hiperfície, a bola normal é um segmento 
de reta perpendicular a z + T+M, com ponto médio x e comprimento 
2e. 

Pretendemos mostrar que se M é uma superficie compacta de classe 
C* (k > 2), existe > O tal que duas bolas normais BŁ(z;e) e B+(y;e), 
com centros z # y quaisquer em M, são disjuntas. 

Iniciamos mostrando que se M tem classe C e co-dimensão n então 

ponto de Af possui uma vizinhança aberta U C M na qual estão 
ofinidos n campos de vetores normais, de classe C%-7, linearmente in- 
dependentes em cada ponto de U. 
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BŁ(z;£) 


M 


Figura 14. la normal a M, de raio £, no ponto z. 


De fato, pelo Corolário 1, no Capítulo 7 do Volume 2, Af é localmente 
o gráfico de uma aplicação de classe Cf. Isto significa que, escrevendo 
os pontos de RĦ+» sob a forma (z, y), com z € R™ e y € R", todo ponto 
de M pertence a um aberto U C M tal que (1,9) € U se, e somente 
se, y = f (£), onde f: Uo — R” é uma aplicação de classe C* no aberto 
Ua CR™, Ou seja, U = (2, f (2));2 € Uo}. 

Seja W = Uo x R” C RMH", A aplicaçã 
) = y— f (£), é uma submersão de classe C* pois g'(; 


«9n: W — R então, em cada ponto (7,3) € W, os vetores 
n, são linearmente independentes 
pois são os vetores-linha da matriz jacobiana de g no ponto (7,3). Em 
particular, quando p = (z, f(x)) pertence a U = g~} (0) então cada 
um dos vetores w;(p) é ortogonal a TpM = TpU pois U está contido 
s de nível zero de todas as funções 9;.- Isto nos dá n 
-.,Wa: U > R™+®, de classe C*-}, normais a M 
e linearmente independentes em cada ponto. 

Usando o processo de Gram-Schmidt, podemos (e iremos) admitir 
que, em cada ponto p E U, os vetores w(p), -wa (p) constituem uma 
base ortonormal do espaço vetorial Tp M+. Esses campos são essenciais 
para obter a vizinhança tubular V;(M), construída no 
Teorema 1. Seja M C R™+ uma superfície compacta de dimensão m e 
classe OF (k > 2). Eriste um número € > O tal que duas quaisquer bolas 
normais B+(z;£) e B+(y;£), com centros em pontos distintos z 4 y de 


squer (z,y) € W e w € R”. Se as funções-coordenada de g — 
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M, são disjuntas. A reunião V(M) = U B(z;£) dessas bolas normais 
aem 

é um aberto em R"*" c a aplicação q: VÁM) > M, que associa a cada 

z € VM) o centro s = m(2) da única bola normal B}(z;€) que contén 

z, é de classe CR-1. 


Figura 15. V.(U) é uma vizinhança tubular local, de base U C M e raios. 


Demonstração: Começamos demonstrando o teorema localmente, To- 
mamos uma cobertura de M por abertos U C M, em cada um dos quais 
estão definidos campos vetoriais w,... , Wn, de classe C*-!, que formam 
em cada ponto p € U uma base ortonormal {w (p),...,wn(p)) C TpM+. 
Escolhamos, para cada p € M, um desses abertos U que contenha p 
e definamos a aplicação d:UxRº — R+", de classe C*-1, pondo 


Slay) = Eu wla), para todo q € U e todo y = (y1, -; Yn) € RP. 


Para qualquer q € U, & transforma isometricamente a variedade afim 
qxR" sobre q+T;M* logo leva cada bola qx B(0;e) sobre a bola normal 
Bi(q:e). A derivada &(p.0): TpM xR" — R™+® é um isomorfismo pois 


W'(p,0) - (u,v) = u + 3 ai- w;(p) com u € TpM e v = (0,...,04 


5 
“Teorema da Aplicação Inversa, podemos restringir o aberto U 3 p 
tomar £ > O de modo que & seja um difeomorfismo de U x B(0;e) 
sobre um aberto de R"*”, o qual tem necessartamente a forma V(U) = 
U B!(x;e). A aplicação x, definida no enunciado, é de classe Ct-1 


is mod: U x B(0; a projeção do produto U x B(0; €) sobre 
fator U. Como ®: U x B(0;:) + V; (U) é um difeomorfismo, 
mos que o Teorema 1 vale localmente, isto é, para cada ponto 
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pE M existem um aberto U, com p € U C M, e um número £ > O tais 
que duas bolas normais de raio € e centro em pontos distintos x,y € U 
são disjuntas, a reunião Vi(U) = U B+{z;e) é aberta em R™™™ e a 
zet 
projeção x: V(U) > U, definida pela condição =(B+(z;€)) = z, é de 
classe G$-1, Provaremos agora que, escolhendo £ > 0 convenientemente, 
duas bolas normais quaisquer B>(x;e) e B+(y;€) com z # y em M são 
disjuntas. Suponha, por absurdo, que tal € não exista. Então, para 
cada k € N, existem pontos pe É ge em M e zg € R+” tais que 2; € 
By; 1/k) A B+(qri1/k). Passando a uma subseqüência se necessário, 
a compacidade de M nos dá um ponto p € M tal que limps = p e, 


conseqüentemente, lim zp = lim gy = p. Tomando U 3 p e £ > 0 como 
1 n 
acima, teremos qr, pe € U e zy € Ve(U) para todo k > — suficientemente 


E 
grande. Então, para tais valores de k, será zę € B+(p;£) N BH(g;e), 
uma contradição. o 


Exemplo 1. Se a superfície M é apenas de classe C', o teorema acima 
não se aplica. Por exemplo, o gráfico M da função f(x) = 2*/3. Dado 
qualquer € > 0, existem segmentos normais a M nos pontos p = (0,0) 
e q = (2,243), de comprimento menor do que £, que se intersectam. 
Basta observar que a reta normal a M no ponto p = (0,0) é o eixo 


vertical e que a reta normal a M pelo ponto q = (2,212) corta o eixo y 
3 
no ponto 4 = (0,743 + o 1) e o segmento normal OA tem comprimento 


menor do que € se a: for tomado pequeno. 
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Figura 17. O gráfico da função y = 4/3 é uma curva de classe C?, 
contendo a origem, em torno da qual não há vinhança tubular local. 


Exemplo 2. Uma vizinhança tubular da esfera S™ é o conjunto Vi(S")= 
{z € R™+;0 < |e] < 2}. A projeção q: Vi(S™) > S™ é dada por 
a(z) = 2/2). Em cada ponto z € S™, a bola normal (aberta) de raio 
£ é o segmento de reta ((1 — e)z, (1 + e)z). A vizinhança tubular Ve(C) 

circunferência C C R? é o toro sólido que tem C como circun- 
ferência central e cujos discos meridianos (suas bolas normais) têm raio 
E. Aqui, o número positivo £ deve ser menor do que o raio da circun- 


Figura 18. Vizinhanças tubulares: de $? em R2 e de. C em Rº, 
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Exemplo 3. Da maneira como está enunciado, o Teorema 1 não é válido 
para superfícies não-compactas, como se vê ci e M CR, 
obtida pela rotação do ramo de hipérbole H = ((0.,2) € R%;y > 0, 
z= 1/y) em torno do eixo z. Qualquer que seja = > O fixado, há seg- 
mentos normais a M (em pontos (z,y,z) com z grande) não-disjuntos, 
de comprimento < 2s, com centros em pontos distintos. 


z 


M 


Figura 19. Nenhuma vizinhança tubular de M em R? pode ter raio & 


constante. 


Ampliando o conceito de vizinhança tubular, admitiremos que o raio 


€ > 0 das bolas normais que ocorrem em V(M) = U B“(z;e) seja 
2EM, 

variável e dependa continuamente de z. Com esta providês 

guiremos que toda superficie, compacta ou não, possua uma vizinhança 


tubular. Esse é o conteúdo do 


conse- 


Teorema 2. Seja M CR" uma superfície de dimensão m e classe 
C* (k > 2). Eriste uma função contínua positiva e: M —> R+ tal que, 
para quaisquer £ + y em M, as bolas normais Bi(z;e(x)) e Bl(y;e(y)) 
são disjuntas. A reunião V(M) = U Bè(z,e{z)), chamada a vici- 
nhança tubular de M com raio e, é um aberto em R”+" e a aplicação 
— M, definida por n(2) = z se z € Bl(z;e(2)), é de classe 
(Ver também o Teorema 7, mais adiante, onde mostraremos que 
a função € pode ser tomada de classe C*.) 
A demonstração do Teorema 2 será precedida de um lema. 
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Na prova do Teorema 1, vimos que, para cada p € M, existem um 
aberto U C M, com p € U, e um número € > 0 tais que duas bolas 
normais de raio £ e centros em pontos distintos de U são di 
Além disso, a reunião V(U) = U B+(z;e) 
= 

aplicação 7: Vi(U) — U, definida por a(z) = x se z € B+ 
classe Ct-1, 

O conjunto Vi(U) chama-se uma vizinhança tubular local do ponto 
p na superficie M. 


Lema 1. Todo ponto p€ M possui uma vizinhança tul 
tal que V(U) NM =U. 
Demonstração: Começamos com uma 


amem, tal que U = ANM. Em seguida, tomamos uma 

tubular V(U") de p em M, com U' C U, é 

Afirmamos que Va(U') NM = U'. Co y; eiro lugar 

Ve(U)NM C ANM =U. Mas se algum ponto y € U está em 
tão y € Bl(z;€') C B+(z;e) para algum z € U' C U, logo 


) N B(y:€) com z,y € U portanto y = «, ou seja y € U'. 
Assim, V(U’) N M = U', o que prova o lema. o 


Demonstração do Teorema 2: O passo fundamental consiste em 
mostrar que todo ponto p € M possui uma vizinhança tubular local 
VE(U) tal que a projeção z = 1(2) € U de qualquer ponto z € Vi(U) é o 
único ponto de M situado à distância mínima de z. Noutras palavras, 
lz—z|<|z—yl para qualquer y € M com y + z. 

Começamos tomando uma vizinhança tubular local V(U), com p € 
U e V-(U)N M =U. Suporemos ainda que U seja compacto, o que 
não restringe a generalidade. Com centro em p, tomaremos uma bola 
B(p:3r) C Ve(U). A vizinhança tubular local que buscamos é qualquer 
Ve(U) com p € U' CU, 0 < e < € e Va(U') C Blpir). 

Com efeito, dado z € Vi(U'), seja £ = z(z). A fim de provar que, 
para todo y € M com y # 4 tem-se |z — z| < |z — y|, observamos que 
isto é claro quando y ¢ V;(U) pois neste caso-tem-se y É B(p; 3r), logo 
lz — yl > 2r já que z € B(p;r). Por outro lado, como 2,2 € B(p;r) 

— z| < 2r. Portanto, vale |z — x| < |z — y| para todo y € M não 
cente a V(U). Resta considerar os pontos y € V(U) N M, isto 
é y €U. Seja y o ponto do compacto U mais próximo de z: Tem-se 
Y € U pois do contrário seria y É Vi(U) e então |z = 2) < |z = th): 
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Assim |z — yol é a menor distância de z a um ponto de U, portanto 
y — yo € TpU = TuM, ou seja, z € B(y;e). (Cfr. Exemplo 15, 
Capítulo 7, Volume 2.) Como as bolas normais de raio £ e centros em 
pontos distintos de U são disjuntas e já sabemos que z € B+ (z; e), segue- 
se que y = z. Portanto z é o 

mínima de z. 

Seja V a reunião de todos os abertos Ve(U') acima obtidos. A 
aplicação 1: V > M, definida pondo-se, para cada z € V, (2) = 
único ponto de M que minimiza a distância a z, é de classe CH! pois 
em cada Vo(U!) coincide com a projeção x: Ver(U') => U'. Introduzi- 

a função contínua positiva £: M — R+ pondo, para cada z € M, 
ela) = dfz, Rº** — V] e, finalmente, pomos 


VM) = U B*(z;e{e)). a 
«em 


Quando M é compacta, existe é > O tal que £ < e(z) para todo 
2 € M portanto o raio e da vizinhança tubular V-(M) pode ser tomado 
constante. 

No caso geral podemos, sem perda de generalidade, sempre que for 
conveniente, supor que O < e(z) < 1 para todo z € M simplesmente 
tomando à função contínua (z), 1) em vez de e(z), E M. 

A projeção x: V-(M) -> M é um exemplo de retração, isto é, x(7) = 
z para todo à € M. Assim, considerando a aplicação de inclusão i: M > 
V.(M), tem-se moi = id: M —> M. Esta observação permite ver que 
toda forma diferencial w, na superfície M é a restrição de uma forma 
diferencial æ, definida num aberto U do espaço euclidiano em que M 
está contida. Basta tomar U = Vi(M) e pôr & = sto. Então & é uma 
forma em U e sua restrição a M é i0 = rw = (r 0 i)'w = 

Segue-se desta observação que o Teorema 2 do Capítulo 3, demons- 
trado para aplicações definidas num aberto do espaço euclidiano, é válido, 
mais geralmente, quando o domínio das mesmas é uma superfície, con- 
forme o 
Teorema 3. Sejam $,9: M —> N aplicações C-homotópicas. Para 
toda forma diferencial fechada w € A"(N) existe a € ATHM) tal que 
g'w = fu = da. 

Demonstração: Sejam U = V(M) uma vizinhança tubular de M C 
RIA, m; U + M a retração correspondente e i: M => U a aplicação 
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de inclusão. Se H: M x R > N é uma homotopia C® entre f e g 
então Ħ = Hoz: U x R + N é uma homotopia C® entre as extensões 
f,ā:U >N, f=fom, ĝ=gor. Pelo Teorema 2 do Capítulo 3, 
existe uma forma & € La”! (U) tal que g'w — f*w = dā. Seja a = itã 
a restrição de å a M. Então 


gu- f'w= Gow- (Foi w= igw- Fu) = (da) 
= d(i*ā) = do. a 


Observação. Conforme veremos no Teorema 8, a seguir, se f e g 
são de classe C% e homotópicas (pura e simplesmente) então são C°- 
homotópicas. 


2 Partições da unidade 


Uma família de conjuntos (X)ycy, em R” chama-se localmente finita 
quando, para cada z € R", existem um aberto U 3 z e um subconjunto 
finito Lo = (M,...,M) C L tais que U N Xa = Ø se À É Lo. Nou- 
tras palavras, cada ponto de R” tem uma vizinhança que intersecta X) 
apenas para um número finito de índices À € L. 


Observação. Se os conjuntos X) estão todos contidos na superfície 
M, ao verificar se a família (Xy) cy é localmente finita, é indiferente 
considerar o conjunto U que ocorre na definição como aberto em R” ou 
aberto em M. 

Toda família localmente finita (Xy)yey é, em particular, pontual- 
mente finita, isto é, para todo z € R" é finito o conjunto dos índices 
À € L tais que z € X). A recíproca é falsa pois a família dos interva- 
los Ja = (1/2n,1/n) é (obviamente) pontualmente finita mas qualquer 
aberto da reta contendo O contém J, para infinitos valores de n. Se a 
família (Xy)yey é pontualmente finita e Xx, £ Ø então existe apenas 
um número finito de índices À € L tais que X) = Xg- 


Exemplo 4. Se (Ay),cy é uma família de abertos tais que, para cada 
Ao EL, tem-se Ax N Ay, £ Ø apenas para um conjunto finito de índices 
NE L então a família é localmente finita. Muito fregiientemente isto 
ocorre, mas nem sempre é assim. Por exemplo, se An = R” — B[0,n] 
então (As) en é uma família localmente finita de abertos tais que cada 
An tem interseção não-vazia com todos os Ap com k > ni: 
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O teorema seguinte exibe algumas propriedades das famílias local- 
mente finitas. 


Teorema 4. Seja (Xy) ey uma família localmente finita de conjuntos 
Xx CR". Então. 

1) Eriste um subconjunto enumerável Lo C L tal que Xy = Ø quando 
Aà ¢ Lo. (Informalmente: toda família localmente finita é enumerável.) 

2) Se todos os Xa, À € L, estão contidos num compacto K C Rº 
então é finito o conjunto dos índices À E L tais que Xy £ Ø. (Toda 
família localmente finita num compacto é finita.) 

9UM=UX. 

NL © XL 
4) Se cada X), A € L, é fechado então U Xy é um fechado. 
»EL 
Demonstração: Para cada s € R” existem um aberto Uz contendo z 
e um subconjunto finito Ly C L tais que Us N Xy = Ø se À É De. Pelo 
Teorema de Lindelöf, a cobertura aberta (Uz) ega possui uma subco- 
bertura enumerável (Us) en - Escrevendo Up em vez de Us, , Ly em vez 
de Le, e Lo = U Ly, vemos que Lo é enumerável e que À É Lo implica 
sem 

à é Ly e, conseqiientemente, Xa N Ur = Ø para todo k € N, portanto 


Xa = U (NU) =2. 
sEN 
2) À demonstração acima se aplica literalmente, com as seguintes 


ições: x € R” — x € K, Lindelöf — Borel-Lebesgue, enumerável 


3) Tem-se U Xa C U Xx quer a família seja localmente finita ou 
não. Para provar a inclusão inversa, suponhamos que o ponto z não 
pertença a U Xa. Isto significa que, para todo À € L, tem-se £ É Xh, 
logo existe um aberto Uy > z tal que Ua N Xy = Ø. Tomemos um 
aberto Uo 3 2 tal que Ua N Xa = Ø se À É Lo = [M,...,M). Pondo 
A = Uo N Un N+ N Ux, vemos que A é um aberto contendo z e que 
AN X, = Ø para todo À € L. Logos ¢ U Xy. Isto mostra que 
UX cUT. 

4) Conseqüência imediata de 3). o 


O suporte de uma aplicação f: X — R”, X C R™, é o conjunto 
supp.f = {£ € X; z = lima, £g € X, f (£x) # 0}. 


Noutras palavras, supp.f é o fecho (em X) do conjunto dos pontos z € X 
tais que f(x) #0. 
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Analogamente se define o suporte de uma forma diferencial. 


Uma partição da unidade de classe C* numa superfície H é uma 
família (43) ey de funções £x: M > R, de classe C*, com as seguintes 
propriedades: 

1) &(2) > 0 para todo À € L e todo z € M; 

2) A família (supp. €x); é localmente finita; 

3) Para todo z € M, tem-se D &x(a)=1. 

set 
Quanto a 3), vale observar que, em virtude de 2), a superfície M é 


coberta por abertos U, em cada um dos quais 5) £, se reduz a uma 
k eb 

soma finita £x, +---+£y, (com os mesmos índices À; em todos os pontos 

de U). 


Teorema 5. A toda cobertura aberta C = (Ca)yep de uma superfície 


M, de classe C*, corresponde uma partição da unidade Y) £x = 1, de 
sei 
classe C*, tal que supp. £x C Cy para todo XE L. 


A demonstração do Teorema 5 será precedida de três lemas. 


Lema 2. Seja A um aberto na superfície M, de classe C*. Para cada 
ponto p€ À existem abertos V, W, com pe W C V C A e uma função 
£: M > R de classe C*, comer) =1 sezeW,D<&(n)<IsezeV 
etlr)=0sezEM-V. 


Demonstração: Seja : Za + Z C A uma parametrização de classe 
C*. Mediante uma translação, podemos supor que 0 € Zo e W(0) = p. 
Escrevendo B(r) em vez de B(0;r), vemos que existe r > O tal que 
B{r) C Zo. Então p: B(3) + M, definida por y(u) = “G ~u), é 
uma parametrização de classe C*, com (0) = p. Pondo W = p(B(1)), 
V = ẹ(B(2)) e U = #{B(3)), temos p€ W C V C U C A. A fim de 
definir £, utilizaremos a função 8: R > R, introduzida na Seção 2 do 
Capítulo 3. Como se viu, £: R > R é de classe C®, com 0 < S(t) < 1 
para todo £ € R, Alt) = 1 se t > 1 e B(t)=0 se t < 0. Então a função 
$: R™ > R, definida por E,(u) = £(2 — |ul), é de classe C% e tem as 
seguintes propriedades: O < £, (u) < 1 para todo u € R”, E(u) = 1 se 
wE B(1) e £ (u) =0 se u ¢ B(2). 
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Figura 20. Gráfico da função €,. 


Concluímos a demonstração do lema com a definição de £: M — R. 
Pomos € = £, 0-1 em U e E(x) = 0 para todo z € M — U. [z] 


Observação. Manteremos as notações W = «(B(1)), V = (. 
U = (B(3)). Sempre que houver conveniência, escreveremos £p 
de £, e chamaremos £p a função ausiliar associada à parame! 
1. Sem perda de generalidade, podemos sempre supor que U 
compacto. Note-se que, pela própria construção V = y(B(0; 
compacto. 


Lema 3. Toda superfície M se escreve como reunião enumerável M = 


U Ki de compactos tais que K; C int. Ki para todo i € N. 

sem 

Demonstração: Cada ponto z € M pertence a um aberto 
P(B(2)), como no Lema 2, com Vz compacto. Pelo Teorema de Lindelöf, 
acoberturaM = U Ve tem uma subcobertura enumerável M = U Vi. 

sEM 

Cada L; = V; é compacto e ainda se tem M = |J Li. Definimos os K; 
por indução. Pomos Ki = Li e, admitindo obtidos Ki, 
Kj C int. Kjsı para j = 1, io L e Ki D Ii U+ U Li, 
compacto K; U Li», com um número finito de conjuntos V; e chamamos 
de Kix a reunião dos Lj correspondentes. o 
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Observação. Se M é compacta, o Lema 3 é trivial: podemos tomar 
Ki= M para todo į. Lembre-se também que int, K; significa o interior 
de K; relativamente a M. 


Figura 21. Refnando adequadamente uma cobertura aberta numa 


Sejam C = (Cy) ez € C' = (Cj) per coberturas do conjunto X. Diz- 
se que C refina C', ou é um refinamento de C', quando para todo À € L 
existe um jı € L’ tal que Ch C C . A família (supp.éx),ey dos suportes 
das funções €a numa partição da unidade Y £) = 1 é uma cobertura da 
ie M. Quando essa cobertura refina uma outra € = (Cj) bjs 
diz-se que a partição da unidade é subordinada à cobertura C. Se L/ = L 
e, além disso, tem-se supp.& C Ch para todo À € L, diz-se que a 
partição da unidade Ð & = 1 é estritamente subordinada à cober- 
tura C. ae 
O Teorema 5 diz, portanto, que toda cobertura aberta de uma su- 
perfície possui uma partição da unidade estritamente subordinada a ela. 
Lema 4. Toda cobertura aberta C de uma superfície M de classe C* 
pode ser refinada por uma cobertura aberta localmente finita, formada 
por imagens de parametrizações p: B(3) > U, de classe C* em M, tais 
que os abertos W = o(B(1)) ainda cobrem M. 
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Demonstração: Usando o Lema 3, escrevemos Af =U Ki, onde cada 
Ki é compacto e K; C int. Kiy para todo i € N. Todo ponto £ € K2 
pertence a algum C € C. Aplicando o Lema 2, com A = C N int Ka, 
concluímos que todo z em Kə pertence a um conjunto W>, tal que o 
Us, correspondente está contido em int. Ks e em algum aberto de C. 
Da cobertura Ka C U Wa, extraimos uma subcobertura finita. Seja C2 


a cobertura finita de Kz formada pelos conjuntos Uz correspondentes. 
Analogamente, cada ponto s da “faixa” compacta K—int. Ko pertence a 
algum conjunto Was (na forma do Lema 2) tal que o Uss correspondente 
está contido em int. K4 , em algum conjunto de C e é disj 

Da cobertura Ks — int. Ka C U Was extraimos uma 


fnita, Seja C3 a cobertura finita de Ks — int. Kz formada pelos conjun- 
tos Uss correspondentes. Prosseguindo analogamente, obtemos, para 
cada i > 3, uma cobertura finita C; da faixa compacta K; — int. Ki-1 
por abertos do tipo U, cada um deles cont n algum 
to de C e disjunto de Kj-2, de modo que os W correspondentes 
nda cobrem a faixa. A reunião C' = C2U---UC;U.... é uma cobertura 
aberta de M por conjuntos do tipo U, tal que os W correspondentes 
ainda cobrem M. Cada U € C' pertence a algum C; , logo intersecta, no 
máximo, um número finito de outros conjuntos de C’, a saber, os per- 
tencentes a C;-1 U+- UCis2. Portanto C’ é um refinamento localmente 
finito de C. - o 
Demonstração do Teorema 5. Pelo Lema 4, existe um refinamento 
localmente finito C' = (U;);en da cobertura dada C, com U; = i(B(3)). 
Para cada i € N, seja €7: À r de classe C* as- 
sociada à parametrização q; . Os suportes V; = supp. f formam uma 
tura localmente finita de M, que refina €. Logo €" = Ef é uma 
nção de classe C*, positiva em todos os pontos de M. As funções 

M > R, definidas por n; = £? /£", cumprem Dy; = 1, supp-m = V; e 
constituem uma partição da unidade de classe C*, subordinada a C. Para 
obter uma partição estritamente subordinada a C, comecemos definindo 
uma “função escolha” f: N > L, isto é, para cada i € N escolhamos um 
índice A = f(i) € L tal que supp.m = V; C Ca. Para cada À € L, 
ponhamos & = J m. Com os V; formam uma família localmente 


finita, temos 


si U V= U Tea 
FOA JA 
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A família (supp. £a) yez é localmente finita. Com efeito, cada ponto 
pE M tem uma vizinhança V, que intersecta no máximo V;,,..., V; 
logo Vp intersecta supp. & somente quando À = f(i1),..., ou A = f(i 
Então © €x = 1 é uma partição da unidade estritamente subordinada. 
à cobertura C = (Cy) yeç + o 

__As partições da unidade servem para definir a integral de uma forma 
diferencial numa superfície. Antes disso, vamos utilizá-las a fim de de- 
monstrar o teorema de aproximação de aplicações contínuas por aplica- 
ções diferenciáveis. 


Teorema 6. Seja f: M >N uma aplicação contínua entre superfícies 
de classe C*. Dada qualquer função contínua positiva e: M => R* 
existe uma aplicação g: M — N, de classe C*, tal que |f(x - 
z de cl ; =g) < 
e(z) para todo z € M. PEKRE MA 


Demonstração: Consideremos inicialmente o caso particular em que 
N = R6. Para todo p € M existe um aberto Up, com p € Up C M, tal 
que |f(2) — f(p)| < e(z) para qualquer z € Up. (Com efeito, a função 
contínua np: z > e(p) — |f (z) — f (p)| é positiva quando z = p, logo é 
positiva numa vizinhança Up de p em M.) Seja Y` €p = 1 uma partição 


da unidade de classe C*, es 
pee Up. Definimos então a apl de classe C*, pondo, 


para cada z € M, g(a) = D &s(2)-S(p). Como f(z) = D eo) f(e), 


vemos que PEM pEM 


leito) = X (ef) < D eula)e(a) = ela), va em 


PEM PEM 


O sinal < acima se deve ao fato de que, para todo s € M, ou z € U, 
e neste caso |f(2) — f(p)| < e(a), ou então &(z) = 0. i 
No caso geral, temos N C R* para algum s. Então tomamos uma 
inhança tubular V;(N) de N em Rº, com 25(f(2)) < e(z) para todo 
z E M e uma aplicação go: M — R$, de classe C*, com |go(a)— f (£)| < 
d(F(a)) para todo z € M. A aplicação g: M > N será definida pondo- 
se g(2) = z(go(2)), 2 € M, onde x: Vs(N) > N é a projeção associada 
à- vizinhança tubular. Como z(go(2)) é o ponto de N mais próximo de 
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gola), temos |go(z) — m(go(2))| < Igo(z) — f(E), logo 


l= |f (2) — n(g0(5))| < IS (E) — g0(8)] + lolz) — zll) 
<5(1(2)) + Sl (2)) = 280f(2)) < els). 


lr) - al 


o 
Observação. Quando M é compacta, a função € pode ser tomada 
constante e então g é uma aproximação uniforme de f. 

Como conseqüência do teorema de aproximação, daremos agora à 
forma definitiva do Teorema 2, estabelecendo a vizinhança tubular V.(M) 
na qual £: M — R*+ é de classe C* quando a superfície M também for. 


Teorema 7. Seja M C R™+” uma superfície de dimensão m e classe 
C% (k > 2). Eriste uma função positiva e: M — R+, de classe C*, com 
as seguintes propriedades: j 

1) Para quaisquer pontos z # y em M, as bolas normais B'(x;e(x)) 
e B}(y;ely)) são disjuntas; e 

2) A reunião VM) = U B+(z;e(x)) é um aberto em R™+", cha- 

EM 

mado a vizinhança tubular de raio e da superfície M; 

3) A aplicação n: VM) > M, definida por a(z) = z se z € 
B(z;e(x)), é de classe CH; . fi 

4) Para todo z € VM), n(2) é o único.ponto de M situado à 
distância mínima de z. (Ou seja, sey € M ey £ r(2) então |z-z(2)| < 
lz=ul) 
Demonstração: Pelo Teorema 2, existe uma vizinhança tubular Vi(M), 
com 5: M > R continua, Pelo Teorema 6, existe e: M -> R de 

i 
classe G* tal que [s(2) — 70l a 252) para todo z € M, logo 
0 < elx) < ó(2), o que assegura Bi(z:c(2)) C B+(z;6(x)), logo 
V.(M) = U Br(2;e(7)) atende as exigências do enunciado acima. O 
ac 


Outra consegiiência significativa do teorema de aproximação é o 


Teorema 8. Sejam f,g: M — N aplicações de classe C* (2 < k < 00). 
Se existe uma homotopia H: M x [0,1] > N (meramente contínua) 
entre f e g, existe também uma homotopia de classe CE entre estas 
aplicações, 

Demonstração: Sem mudar a notação, podemos considerar à aplicação 
H como definida em M x R; pondo H(z, t) = f (2) se t < 0'e H(2,t) = 
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g(z) set > 1. Tomamos uma vizinhança tubular V(N) e, usando o 
Teorema 6, obtemos uma aplicação H: MxR — N, de classe C*, tal que 
[H(z,t)—-H(z,t)| < e(z) para todo (z,t) € MR. Então H fornece uma 
homotopia de classe C* entre as aplicações 7,7: M > N, onde f(x) = 
H(z,0) eĝ(z) = H(x,1). Para todo z € M, 
logo o segmento de reta [f (x), f(x)] está contido em V;(N). A aplicação 
K: M x [0,1] + N, definida por K(z,t) = z((1 —4)f (z) + tf(2)), onde 
a: VEN) > N éa projeção natural, é uma homotopia de classe C* entre 
fe f. Analogamente se mostra que ĝ = g em classe Cf. Então temos 
f=f.f=9eg=g com homotopias de classe C*, Por transitividade, 
resulta que f é C*-homotópica a g. o 

A partir deste teorema, quando afirmarmos que as aplicações 
f.g: M — N são homotópicas, não haverá necessidade de especificar: se 
elas são de classe C*, tanto faz dizer que a homotopia é contínua como 
queé C*. 


3 O Teorema de Jordan-Brouwer 


Uma curva de Jordan é um conjunto C homeomorfo à circunferência. 
unitária S1. Em 1856, C. Jordan demonstrou que se C' C R? é uma curva. 
de Jordan então R? — C tem duas componentes conexas, das quais C é 
a fronteira comum. Este resultado foi estendido por L.E.J. Brouwer em 
1912, para hiperíícies compactas e conexas de classe C° em RL, Pro- 
varemos aqui o Teorema de Jordan-Brouwer para hiperfícies orientáveis 
de classe C*, k > 3. Antes, umas considerações preparatóri 

Se 5: M — R* é uma função positiva de classe C! com d(x) < e(a) 
para todo z € M (por exemplo, ó(z) = e(z)/2) então as bolas n 
fechadas B4[z; ô(x)] e B“[y;6(y)], com centros em quaisquer pontos 
distintos x,y € M, são disjuntas e podemos considerar, ao lado da vi- 
tinhança tubular aberta V.(M), também a vizinhança tubular fechada 


zem $ 


Para uso no Teorema 9, a seguir, estabeleceremos o 


Lema 5. Se o subconjunto MCR™+" é fechado então Vs|M] também é. 


Demonstração: Como foi observado antes, podemos admitir que 0 < 
dla) < 1 para todo x € M. Seja zo = lim ze , z € Vs{M]: Devemos 
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provar que z3 € V5[M]. Indicando ainda com z: V;{M] -> M a restrição 
da projeção de V(M) sobre M, seja xp = (2%). Então |zp — zal < 
ô(z4) < 1 para todo k € N. Para todo k suficientemente grande, vale 
também [z+ — zo| < 1. Logo a segiiência (24) é limitada, pois 


log < |z — zel + |z — zol + [20] < 1+1+ [zol 


Passando a uma subsegiência (z+), ey » temos 


z, = z0 € M. Obvia- 
rem 


mente, lim z- = zo. Ora, para todo r € N', temos d(z,, M) = |z —x,| < 


(z+). Passando ao limite, vem d(z9,M) = |zo — rol < ô(z9). Assim, 
zo € M está situado à distância mínima de zg. Logo zg — 29 € Tz M+. 
E, como |zo — zo| < ô(zo), segue-se que zo € B4[zo, ô(z0)), ou seja, 
zo E Vo[M). o 


Teorema 9 (Jordan-Brouwer diferenciável.) Seja M C RH uma hi- 
perfície orientável coneza, de classe C* (k > 3), que é um subconjunto 
fechado de Rºt1, Então Ret M = AUB é a reunião de dois abertos 
conezos disjuntos, dos quais M é a fronteira comum. 


Demonstração: A essência da demonstração consiste em definir uma 
função f: R+! — R, de classe C*-', tal que M = f~!(0) e grad f (£) £ 
O para todo 4 € M. Começamos com uma vizinhança tubular Vze(M), 
que contém a vizinhança tubular fechada V,[M]. Como M é orientável, 
existe um campo w: M — R™+! de vetores normais não-nulos, de classe 
CH! Substituindo w(x) por 2e(x) -w(2), 
lw(z)| = 2e(2) para todo z € M. A aplicação h: Mx(-2,2) > Vas (M), 
definida por A(z, t) = æ + £- wz), é um difeomorfismo de classe C*-1, 
como foi visto na demonstração do Teorema 1. Temos h(M x (0)) = M 
e o complementar de M x (0) em M x (-2,2) tem duas componentes 
conexas: M x (-2,0) e M x (0,2). Logo Va.(M) — M tem duas compo- 
nentes conexas, que são os conjuntos P = {z+t-w(s); £ € M,0 < t < 2} 
e N = {z +t: w(z);z € M,-2 < t < 0}. Agora lançamos mão de uma 
função A: R > R, de classe C, que nos permite passar suavemente. 
da constante —1 para a constante +1. Tem-se A(t) = —1 se £ < «1, 
Mt) = 1 quando £ > 1 e X(t) >0 se =1 < t< 1. (Veja abaixo a 
definição precisa de A.) 
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Figura 22. A função À. 


Definimos a função g: Va(M) + R pondo g(z + t- w(z)) = A(t) para 
todo z € M e todo t € (—2, 2). 

Tem-se g = A o pz 0h", onde pz: M x (-2,2) > R é a projeção 
pa(z,t) = t. Logo g é de classe C*-}, é positiva em P, negativa em 


N, anula-se sobre M e, para todo z € M, grad g(z) = X(0) - w(2) # 0. 
Vemos ainda que g é constante, a 1, nos pontos do conjunto conexo 
P, = {z +t- w(z);z € M,1 < t < 2} e igual a —1 nos pontos de 
N, = {z +t- w(z);x € M,—2 < t < —1}. Portanto o gradiente de g se 
anula em todos os pontos de Vzs(M) — VM). 
A função f: RIHI — R que buscamos vai coincidir com g em Vze (M) 
e não se anulará fora de M. Para obtê-la, consideramos o campo de 
vetores v: R+ > R™+1, definido por v(x) = grad g(x) se £ € Vo(M) 
ev(z) = 0 nos demais pontos z de R™+1, O campo v é de classe C*-2 e, 
+Gm41 (2), vemos que são cumpridas as 


v = gradg e, nos demais pontos de R"H porque neles 

jo 5, Capítulo 1, como R™+! é 

plesmente conexo, existe uma função f: R+! — R, de classe Ct-1, 

que v = grad f. No conjunto conexo Va:(M), as funções f e g têm o 

mesmo gradiente. Logo, subtraindo de f uma constante, se necessário, 
podemos assegurar que f e g coincidem em Vze(M). 

Resta mostrar que f: RIH! —» R não se anula fora de M. Seja 

se BM M. Sez € Vo(M) então z € P, e daí f(z) > 0, ou 

se Ne tem-se f(z) <0. Se, entretanto, z € Va(M), seja y um ponto 
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do conjunto fechado V;[M] situado à distância mínima de z. Todos os 
pontos do segmento de reta semi-aberto [z,y) estão mais próximos de 
z do que o ponto y, logo não pertencem a V.[M]. Consegientemente, 
o gradiente de f se anula e f é constante no segmento [z,y]. Como 
Fly) = 1, segue-se que f(2) = +1. 

Obtida a função f com as propriedades desejadas, escrevemos R+! — 
M = AUB, onde A = {z € R"*+!; f(z) > 0} e B = {z € R+; f(x) < 
0}. Os conjuntos A e B são abertos disjuntos. Além disso, toda função 
contínua se anula na fronteira do conjunto dos pontos onde é positiva 
spect, negativa), logo fr. A U fr.B C M. Por outro lado, toda vi- 
nça de um ponto de M contém pontos de A e de B, portanto 
M Cfr. ANfr.B. Segue-se que fr. A = fr. B = M. 

Para concluir, mostremos que A é conexo. (A conexidade de B se 
prova do mesmo modi Seja, então, z € A, 
vimos acima, se y € V-[M] é tal que |z- yl = 
f é constante ao longo do segmento de reta 
yE P. Assim, todo ponto de A pode ser ligado por um caminho contido 
em A a um ponto do conjunto conexo P = h(M x (0,2)). (Aqui usamos 
a conexidade de M.) Portanto A é conexo. o 


Definição da função à: R —> R 
Seja a: R > R a função de classe C= definida por a(t) = 0 se |t| > 1 


e a(t) = exp(1/(t? — 1)) se —1 < t < L. Seja`ainda A = f’, a(t) dt. à 


Pomos então A(t) = (1/4) - fy a(s) ds e obtemos uma função À: R > R, 
de classe C®™, tal que A(t) = 1 se t > 1, Mt) = —1 quando t < —1, À é 
crescente, com derivada positiva no intervalo (—1,1) e A(0) = O. 


Exemplo 5. Se M não é conexa, o complementar R+! — M é ainda 
desconexo, como a própria demonstração acima prova (pois R+! — 
M = AU B é uma cisão) mas A ou B podem ser desconexos, como no 
caso em que M é a reunião de duas ou mais circunferências disjuntas 
no plano R?. Prova-se em Topologia Algébrica, como consegiiência do 
Teorema de Dualidade de Alexander, que se a hiperfície orientável M 
tem r componentes conexas, seu complementar R+! — M tem r+ 1. 


Exemplo 6. Seja X C R? o conjunto formado pela circunferência 
unitária S! reunida com o intervalo [1,2] do eixo das abcissas. Então 
R? — X tem duas componentes conexas mas X é a fronteira completa 
de apenas uma del 
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Se a hiperfície conexa orientável M C R™+! é compacta então na 
cisão rt — M = AU B uma das componentes conexas 
a outra é ilimitada. Com efeito, existe uma bola D em R"º+! contendo 
o compacto M. O conjunto conexo R™+! — D C RH — M deve estar 
contido numa das componentes, digamos A. Logo A é ilimitada. Como 
todo conjunto ilimitado deve ter pontos em comum com R”+! — D, 
portanto com A, e B é disjunto de A, segue-se que B ado (de 
fato, B C D). 


APÊNDICE: Toda hiperfície compacta é orientável 


Na verdade, vale um pouco mais: se a hiperfície M C R™+! é um sub- 
conjunto fechado do espaço euclidiano, então M é orientável. Isto será 
demonstrado agora, por desencargo de consciência. Sem emban 
nuaremos usando a expressão “hiperfície compacta orientáve 
achamos que se trata de um pleonasmo inofensivo. 

Seja X C R". Diremos que duas funções f,9: X > R coincidem 
localmente a menos do sinal quando todo z € X tem uma vizinhança V 
tal que f|V = żg|V. (Escrevemos & = + quando as funções reais é, 
* têm o mesmo domínio D e tem-se 4(y) = (y) para todo y € D, ou 
então (y) = —(y) para todo y € D.) 


Lema A. Seja X C R” conero. Se f,g: X > R coincidem localmente 
a menos do sinal e f-H0) tem interior vazio então f = +g. 

Demonstração: Sejam E = {z € X; f(2) = g(2)) e U = int. E. Para 
cada z € U, seja V uma vizinhança de z tal que |V = +g|V. Então 
int(V NU) É 2, logo existe y € V NU tal que 0  f(y) = gly). Isto 
mostra que f|V = g|V donde z € U. Assim, o conjunto aberto U é 
também fechado, logo U = X ou U = Ø. Isto significa que ou f = g 
ou o conjunto Æ tem interior vazio. Usando —g em vez de g, segue-se 
que ou f = —g ou o conjunto F = {z € X; f(z) = —g(z)} tem interior 
vazio. Como X = EUF, devemos ter f = +g.. . fa] 


Observação. As funções f, g não precisam ser contínuas. Quando 
ior de f-'{0) não é vazio, é fácil dar exemplos em que f e g 
coincidem localmente a menos do sinal mas f # g e f # —g. 


O lema seguinte contém o processo fundamental de colagem: 
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Lema B. Seja A uma cobertura aberta de RP. Para cada a E A, seja 
dada uma função fa: a — R, de classe C*, com int. fg '(0) = Ø. Além 
disso, sempre que Noz + Ø, as funções fa, € fa, coincidem localmente 
a menos do sinal em œr Naz. Nestas condições, existe uma função 
J: R" > R, de classe OÙ tal que, para cada a € A, fa e fla coincidem 
localmente a menos do sinal. 


Demonstração: Para cada r € R” seja U = Bo U Bi U -++ U B, uma 
cobertura do segmento de reta [0, 2] por bolas abertas, onde cada B; está 
contida em algum a; € Ae BiNBi-1 # Ø. Descartando bolas supériluas, 
cada B; intersectará [0,0] e B:N B; = Ø se |i — j| > 1. Ponhamos 
f(e) = f(z), onde f, é a última das funções fi: BoU---U B; > R 
(i = 0,1,...,7), de classe C*, definidas sucessivamente por fi|B; = 
fa 1Bi, O sinal sendo escolhido de modo que f; coincida com fi-ı 
no conjunto conexo B; N Bi-1. Fixemos f de uma vez por todas. Se 
gs: V — R for construída como f, porém a partir de outra coberura 
V = By U B! U -++ U B} D [0,2] então V NU é conexo. Como fo = go, 
segue-se do Lema A que fp = gs em V NU. Portanto f,(z) = gs(2), 
de modo que a função f: R” —> R está bem definida. Seja agora 2e = 
dist([0, 2), R? — U). Se y € B(z;e) e W = Bo U B} U -++ U BY D [0yh 
onde cada B” tem raio € e centro sobre [0,y], então W C U. Pelo Lema 
A, a função he: W — R, definida como acima, coincide com f,|W, logo 
flu) = hly) = fely). Isto significa que f coincide com f, na bola 


B(z;€), logo f € C*. ao 


Teorema. Seja M C R” uma hiperfície de classe C* (k > 2) que é um 
subconjunto fechado do espaço euclidiano. Eriste uma função f: R" + 
R, de classe Ct-1, tal que M = [-"(0) e grad f (£) £ O para todo z € M. 


Demonstração: Seja À: R — R uma função C= tal que Mt) = —1 
se t < —1, A'(t) > 0 se —1 < t < 1, A(0) = 0 e M-t) = A(t). Seja 
Vac(M) uma vizinhança tubular de M. A fim de aplicar o Lema B, 
cubramos o espaço R” com os seguintes conjuntos abertos œ. Um deles 
é a" = R” — V;[M]. Para obter os outros, cubramos M com abertos 
U' C M, em cada um dos quais está definido um campo contínuo (logo 
C&-1) de vetores normais unitários w: U’ —> R". Para cada U' seja 
a = Væ(U’) = {z + tw(z);z € Ut) < 2e(x)}. A função fai a => 
R, dada por fa(z + tw(z)) = Mt/e(x)), é de classe C*-}. Ponhamos 
ainda far: &" — R constante, igual a 1. As hipóteses do Lema B são 
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facilmente verificadas, o que nos dá uma função f: R" + R, de classe 
C&-!, com f-H0) = M e grad f(x) = AO) -w(2) para todo z € M, logo 
grad f(z) # 0. o 


Corolário 1. Toda hiperfície M C R” de classe C* (k > 2), que é um 
subconjunto fechado de R", é orientável. 
Com efeito, M é a imagem inversa de um valor regular de f. O 


4 Exercícios 


inhança tubular 
1. Em cada um dos casos abaixo, determinar o maior valor da constante € > O 
tal que V.(A1) seja uma vizinhança tubular de M. 
(5) M CR é uma esfera de raio rj 
i) M C R" é uma variodade afim m-cimens 
M C R? é a parábola de equação y = 3°. 
Diz-se que os conjuntos X C R™ e Y C R" têm o mesmo tipo de homoto 
pia quando existem aplicações contínuas f: X -» Y eg: Y — X tais que 
90f: X >X e fog: Y > Y são ambas homotópicas à aplicação identidade. 
Então f e g se chamam equivalências homotópicas, uma inversa da outra. 
(i) Defina tipo de homotopia C* (0 < k < oc) 


e Prove que os seguintes pares de superfícies têm o mesmo tipo de homotopia 


(8) Um aberto convexo e um ponto; 
db) Ser — fo); 
(e) M xR" e M, onde M é uma superfície O; 


(9) De onde U = ((n02) € Riiat +y? > 0) e C = 5x R é um 


. Seja f: Af > N uma equivalência homotópica C, Prove que uma forma 
diferencial w em N é exata se, e somente se, o pullback f*w é uma forma exata 
em M. 


b Prove. que toda forma diferencial fechada de grau 2 no aberto U = {(1, y, 2) € 
R$;2? + y? > 0) é exata e que a forma fechada de grau 1 em U, dada por 
uzy, 2) = (ud + edy) f(x? + yº) não é exata. 

5. Prove que a vizinhança tubular V.(M) da superficie M C R" é difeomorfa a 
a vizinhança da seção nula Mo = {(p,0) € vM;p € M) do fibrado normal 
'eja Exercício 3, Seção 2, Capítulo 7, Volume 2.) Prove também que 

VE(A) tem o mesmo tipo de homotopia de M. 
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Seção 2: Partições da unidade 


1 


Sejam M = U U V uma superficie C™ e w uma forma diferencial de classe 
CS e grau r, definida na interseção UN V dos abertos U,V C M. Prove que 
existem formas de grau r e classe C%, a em U e em V, tais que a — 5 = w 
em UNV. Se w é fechada, prove que da e dj são respectivamente as restrições 
aU ea V de uma forma 7, de grau r +1 e classe C™ em M. 

Seja F = U Fh à reunião de uma família localmente finita de conjuntos 

EL 

fechados Fá , contidos na superfície M. Se a aplicação f: F — R" é tal que 
|F; é continua para cada À € L, prove que f é continua. 


j. Prove que se duas superficies M, N, de classe C*, têm o mesmo tipo de homo- 


topia G° então elas têm o mesmo tipo de homotpia C*. 

Sejam F C U C M onde F é fechado e U é aberto na superficie M, de classe 
GÊ. Prove que existe f: M — R de classe CÊ tal que f(z) = 1 para todo 
z€Fef(z)=0paratodozEM-U. 


5. Seja p: U = R" de classe C* no subconjunto aberto U da superfície M, de 


classe C*, Dado um subconjunto F C U, fechado em M, prove que existe uma 
aplicação ®: M > R”, de classe C*, tal que &(z) = g(z) para todo z € F. 


5 


O Teorema de Stokes 


1 Integral de superfície 


A fim de definir a integral de uma forma diferencial de grau m sobre uma 
superfície m-dimensional orientada, consideraremos primeiro o caso de 
uma forma contínua w: U —> Am (R™), num aberto U C RP. Para todo 
z €U, temos w(x) = a(x)-dz, A+- Adem, onde a: U > R é contínua. 
Dado um compacto J-mensurável X C U, pomos, por definição, 


RR 


Seh: U > V é um difeomorfismo entre os abertos U, V C R” vamos, 

por conveniência, indicar com y = (y1,---,Ym) os pontos de V e por 

++ dym as diferenciais de suas coordenadas. Os pontos de U serão 

«s2m) é dzs, ..., dtm as diferenciais correspondentes. Dada a 

forma diferencial w(y) = a(y) «dy A+ A dym em V, sabemos que, para 
todo z € V, o pullback A*w tem o valor 


(h*w)(2) = a(h(2)) - det Jh(z) dz, -++ A dem, 


onde det Jh(z) é o determinante da matriz jacopiana de À no ponto z. 
Em face da definição dada, o Teorema de Mudança de Variáveis 
significa fyh'w = Ji)“ (V. Capítulo 9 do Volume 2), desde que A 
preserve orientação, ou seja, det Jh(z) > O para todo z € U. 
Em seguida, consideramos o caso em que w é uma forma de grau 
m contínua, com suporte compacto contido num aberto U, imagem de 
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uma parametrização positiva p: Uo —> U, na superfície orientada M, de 
dimensão m. 

Então "w é uma forma de grau m no aberto Uo C R™, com suporte 
compacto, igual a p=! (supp. w)- 

Seja X um conjunto compacto J-mensurável, tal que supp. g'w C 
X C Up. (Por exemplo, podemos tomar X como sendo a reunião de um 
imero finito de bolas fechadas com centros em pontos de supp.q*w e 
os iguais à distância de supp. gw a R™ — Uo .) 
Então definimos a integral de w sobre M pondo 


dar qe 


Esta definição não depende do conjunto X tomado pois se Y é outro 
conjunto nas mesmas condições, a forma "w se anula fora de X NY. 

Resta ver que fy ts, conforme definida acima, não depende da pa- 
rametrização q. De fato, se 4: Vo —> V for outra parametrização po- 
a em M, com supp.w C V, tomamos X na definição anterior tal 
que supp. "w C HU NV) e, considerando o compacto J-mensurável 
E(X), onde E = pio: MUNV) > 4-MU NV), vemos que 
Joo We = Jy ww, em virtude do que observamos acima, (tomando 
agora é no lugar de h) pois Ẹ ="! o ọ nos dá q” = E* o”, portanto 
Justo = fy Wa = Jex Ww, levando em conta que, sendo q e y 
ambas positivas, o difeomorfismo £ tem determinante jacot 
em todos os pontos de seu domínio y~} (U NV). 

Portanto, é legítima a definição da integral fyw quando w é uma 
forma contínua de grau m = dim M, com suporte compacto, contido 
numa vizinhança parametrizada na superfície orientada M. 

É claro que se a forma contínua w é não-negativa, mas não identi- 
camente nula, então fyw > 0. Analogamente, se w < 0, mas w não se 
anula em todos os pontos de M, tem-se fyw < 0. 

Seja M uma superfície orientada de dimensão m. Num ponto z € M, 
uma base (os, ...,Um) C TEM chama-se positiva quando, para qualquer 


v= Yay 
Se f: M > N é um difeomorfismo local de M noutra superfície 
orientada N, diz-se que f preserva orientação quando, para todo £ € M, 
aderivada f'(z): TEM > Tyto)N transforma bases positivas de TM em 


basos positivas de Tyçe)N. 
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Quando, para cada z € M, a derivada f(x) transforma bases po- 
sitivas em bases negativas, diz-se que o difeomorfismo local f inverte 
orientação. 

Caso a superficie M seja conexa, um difeomorfismo local de M nou- 
tra superficie orientada N preserva ou inverte orientação; (Ou seja, se a 
derivada f'(£) leva bases positivas em bases positivas num ponto z € M 
então faz o mesmo em todos os pontos de M.) Se M é desconexa, f 
pode preservar orientação numa componente e inverter noutra. 


Teorema 1. Sejam M, N superfícies orientadas, h: M > N um di- 
feomorfismo que preserva orientação e w uma forma contínua em N, 
de grau m = dim N, com suporte compacto, contido na imagem de uma 
parametrização. Então fy hw = fy w 

Demonstração: Seja ý: Va > V C N uma parametrização positiva 
tal que supp.w C V. Tomando Ọ = h™}{V), e p = A? o4: Vo = U, 
vemos que h*w é uma forma contínua de grau m = dim M, cujo suporte 
h7(supp.w) é compacto e contido na imagem da parametrização po- 
sitiva q: Vo > U em M. Seja Y um conjunto compacto J-mensurável 
em R", tal que 4"! (supp. w) = p7} (supp. hw) C Y C Vo. Então, como 
ho =), temos: 


[ro=fono-[hogro=[wa=fu o 


Se o difeomorfismo A inverte a orientação então tem-se frhtw = 
= fyw. 

Se as superfícies M e N não são conexas, como o difeomorfismo h 
pode preservar a orientação em algumas componentes de M e inverter 
noutras, não se pode afirmar em geral qual a relação entre fy hºw e 
Su” 

aço e in a nt a de 
grau m = dim M, com suporte compacto numa superfície orientada M, 
de classe C*. 

A fim de reduzir este caso ao anterior, tomamos uma cobertura finita 
supp.w C U1U---UU, , onde cada aberto U;, i = 1,....7,6 a imagem de 
uma parametrização positiva p;: U > U. Em seguida, consideramos 
uma partição da unidade de classe C*, & +--+ + & = 1, onde cada 
éii M — [0,1] tem suporte compacto, contido em Us. Para cada i = 
a forma wi = +w tem suporte compacto, contido na vizinhança 
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parametrizada U;, logo faz sentido a integral fyywi. Pomos então, por 


definição, fyw = E Syri 


5 
Resta provar que a integral fyw, assim del 


la, não depende da 
partição da unidade 5) &; = 1. 
& 


Para isto, usaremos o fato de que fys ( © œi) = D (Jarai) quando 
& & 
as formas contínuas a, .. . , œ têm suportes compactos, todos eles conti- 


dos na mesma vizinhança parametrizada. (Fácil verificação.) 


Seja então 3) G = 1 outra partição da unidade, estritamente subor- 
a 

dinada à uma cobertura Vi U---UV; D supp-w, onde cada Vj tem fecho 

compacto e é a imagem de uma parametrização Wj: Vjo > Vj, a qual 


supomos positiva. Pondo 0; = Qj -w é wij = &i -Cj +w, temos 


é È wij = wi. Portanto 
A 


SfE Pea Dad fa 


a 
O teorema seguinte resume as propriedades básicas da integral de 
uma forma contínua com suporte compacto numa superfície orientada. 


Teorema 2. 1) Jy(v+5)= Jy + fu 

2) SecER então fyc w= c Ito. 

3) Se w > 0 mas não é identicamente nula então fyw > 0. 

4) Se h: M — N é um difeomorfismo que preserva orientação então 
fu hw = fyw. Se h inverte orientação então fyph'w = — fyw. 


Demonstração: 1) e 2) óbvios quando « e © têm suportes compactos 


Como w é continua, se w(zo) > O então w(z) > 0 para todo 7 
numa vizinhança de £o. Assim a soma que define [arts tem pelo menos 
uma parcela positiva e as demais não-negativas. 

4) Isto resulta do Teorema 1 mais aditividade, o 
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Quando a superfície orientada M é compacta, toda forma diferencial 
em M tem suporte compacto, portanto tem sentido considerar fyw 
para qualquer forma contínua de grau m = dim M. 
O teorema abaixo contém uma primeira relação entre a integral e a 
diferencial exterior. 


Teorema 3. Seja w uma forma diferencial de classe C}, grau m e 
suporte compacto na superfície orientada M, de dimensão m+1. Então 
Judo= 0. 


£ 

Demonstração: Se w = wi +-+- +wp então fy du = 3> fag dwi. Po- 
E 

demos supor então que o suporte de « está contido na imagem de uma 

parametrização positiva ø: Ug > U. O caso geral reduz-se a este me- 


diante uma partição da unidade. Para todo z = ọ(u) € U, escrevamos 


mkt 
w(a) = 5 (1) a:(u)du A+- 


= 


“Ad A A duma. 


Então 
do(a) = 


mit 
SEO) duy A++ A duma 


mat 
Seja K = jii las. 8;] um bloco em R™+! contendo -*supp.w). Consi- 
a 

deremos as funções ay,...,Qm+1 definidas (e de classe C?) em K, pondo- 
as iguais a zero em K —Uọ. Em particular, cada a; se anula na fronteira 
de K, isto é, ai(ur,...;um41) = 0 se algum uj = aj ou uj = B;. Para 
+m+1, seja K; o produto cartesiano dos intervalos [a;, £;], 
com exceção do i-ésimo. Temos: 


mH A oa 
du = x if SE (u) day ...duma = 


e 


= TA Sead] ds ...Ã cdmes = 


Ei 


ne 


ma 


=) | lou, 


itk 


cestmai) (ur, 
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Corolário 1. Seja w uma forma diferencial de grau m e classe C? numa 
superfície compacta orientada de dimensão m. Se w não é identicamente 
nula mas w(x) > O para todo « € M então w não é exata, embora seja 
Jechada. 

Com efeito, tem-se Ja to > 0. o 

Analogamente, se w < O mas não é identicamente nula então fyw <0 
logo w não é exata. 

Lembremos que toda forma diferencial de classe C? e grau m 
superfície de dimensão m é fechada. 


Exemplo 1. A forma elemento de volume é 
positiva de grau m numa superfície orientada de 
é exata. 


Exemplo 2. Se a superficie orientada M de dimensão m não é com- 
pacta, uma forma positiva de grau m em M pode ser exata. Este é 
o caso da forma w = dz A++- A dim em R™, pois w = da, onde 


ldt, Ace Ade Ace A dem. 


Corolário 2. Sejam M, N superfícies compactas orientadas, de mesma 
dimensão m. Se as aplicações f,g: M > N, de classe C®, são ho- 
motópicas então, para toda forma diferencial fechada w, de grau m e 
classe 08 em N, tem-se fy S' = Ju. i 

Com efeito, pelo Teorema 3 do Capítulo 4, existe œ € A™=}1 (Mf) tal 
que g'w — f*w = da, portanto 


Jee- f pe f e-r [iam 
o 


Um campo de vetores tangentes a uma superfície M C R” é uma 
aplicação v; M —+ R" tal que v(2) € TpM para todo z € M. Uma 
singularidade do campo » é um ponto z € M tal que v(x) = 0. 

No caso particular da esfera $”, um campo de vetores tangentes 
é siinplesmente uma aplicação v: S” > RTH! tal que (z,v(2)) = 0 
para todo z € S™, pois Te" é o complemento ortogonal do subespaço 
gerado por z. 


Teorema 4 (Poincaré-Brouwer). Se m é par, todo campo contínuo de 
vetores tangentes a S” possuí ao menos uma singularidade. 
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Figura 23. A partir de um campo contínuo de vetores tangentes 
homotópica ao mesmo tempo à identidade e à aplicação antípoda. 


Demonstração: O esquema da demonstração será o seg 
se que à aplicação antípoda a: S” — S™, definida por a(z) = —s, 
inverte orientação quando m é par. Logo, em virtude do Teorema 3 


ser homotópica à aplicação identidade de S™. Mas se existir em 8” 
um campo contínuo de vetores tangentes sem singularidades então isso 
fornecerá uma homotopia entre a e a aplicação identidade. Comecemos 
provando esta última afirmação. Dado o campo v: S” + R+!, com 
v(z) # 0 e v(z) L z para todo z € $”, definamos a aplicação continua 
f: S™ > S™ pondo f(z) = (z + v(2))/jz + v(z)). Então f(z) 4 2 e 
f(x) # —z para todo z € S™. Isto permite que definamos as homotopias 
H,K: S™ x [0,1] > 8”, onde 


Htc) = CHIO o ka= -te 


Oraa] IT-D) ta] 
H é uma homotopia entre a aplicação identidade e f, enquanto K é uma 
homotopia entre f e œ. Por transitividade, vemos que a existência do 
campo v implica que æ seja homotópica à identidade. 
Resta agora mostrar que a aplicação antípoda œ: S” —> S™, a(x) = 
= inverte orientação quando m é par. Levando em conta que o campo 
vetores v(x) = z em S™ é normal (e não-nulo), adotamos em 5” a 
tação segundo à qual uma base (1w,..., tbm) C TpS™ é positiva 
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se, e somente se, a matriz (m+ 1) x (m+ 1) cujas colunas são os vetores 
T,W1, Wm; nesta ordem, tem determinante positivo. A aplicação 
antipoda œ: 8” — S™, sendo linear é, em cada ponto z € S™, igual à 
sua derivada. Assim, para cada z em S™, o'(x) transforma uma base 
positiva (ws,... tm) C TS” na base {~w 
qual é negativa pois det[-x,—wn,...,—tm] = 
que m é par. Pelo mesmo motivo, a preserva orientação quando m é 
ímpar. o 


2 Superfícies com bordo 


O Teorema de Stokes diz respeito a superfícies com bordo, as quais apre- 
sentaremos agora. Sua definição é praticamente a mesma das superfícies 
sem bordo, que vimos considerando até agora, só que as parametrizações 
têm como domínios conjuntos abertos em semi-espaços do espaço eucli- 
diano. 

A cada vetor v + 0 em R™+ corresponde um semi-espaço Hy C RIH 
definido como 

H, = {z € R”+!; (v,1) <0). 


O bordo do semi-espaço Hy é o hiperplano 3H, = {z € R™+}; (v, £) = 0). 


Assim, 9H, é o complemento ortogonal do (subespaço gerado pelo) ve- 


tor v. 
Tem-se Hy = Hy se, e somente se, w = c- v com ¢ > 0. 
As vezes, por simplicidade, escreveremos H em vez de Hy . 
Se T: Rº+! — R+ é um operador ortogonal com Tv = w, tem-se 


T(H,) = Hw. 


Figura 24. Semi-espaços. 
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Escreveremos os pontos de R"*! como £ = (T0, £1,..., £m) €, cor- 
respondentemente, a base canônica será (eo,e1,...sem). Um semi- 
espaço freqüentemente usado é Ho = Hey, formado pelos pontos s = 
(z0, 213- -+ 12m) tais que xo < 0. O bordo de Ho é o conjunto dos pon- 
12m). Faremos a identificação Ha = R™, tornando assim 


H 


3H 


Figura 25. Abertos de dois tipos no semi-espaço H. 


Um subconjunto aberto A no semi-espaço H tem a forma A = UNH, 
onde U é aberto em R™+L, A interseção 3A = AN BH, que é um aberto 
em 9H, chama-se o tordo de A. Se DA = Ø, A é simplesmente um 
aberto em RMH, 

Seja A C H um aberto no semi-espaço H. Uma aplicação f: A = E" 
diz-se de classe C* (respect. diferenciável) quando f = FJA é a restrição 
de uma aplicação F: U — R” de classe C* (respect. diferenciável) num 
aberto U de R™+, com AC U. 

Como se mostra facilmente, a composta de duas aplicações de classe 
C% (respect. diferenciáveis) em abertos de semi-espaços é ainda de classe 
OF (respect. diferenciável). 

Se A C H e B C K são abertos nos semiespaços H e K, uma 
aplicação f: A > B, de classe C* (respect. diferenciável) chama-se um 
difeomorfismo quando possui uma inversa g: B > A também de classe 
O* (respect. diferenciável). 


100 O Teorema de Stokes Cap. 5 


A aplicação f: A => R”, diferenciável no aberto A C H do semi 
espaço H tem sua derivada f(x): R+ -> R”, no ponto z € A, del 
RMH -> R", onde F: U — R” é qualquer extensão dife- 


de F coincidem numa vi 

Seja agora 2 € dA = ANH. Devemos mostrar que, para todo vetor 
we RTH, o vetor F'(z) -w depende apenas dos valores F(y) de F nos 
pontos y € A, ou seja, dos valores f(y). Ora, temos w = c- v +u, onde 
H = H, e u € OH. Logo F'(s) -w = F'(z) -u+ c- F'(z) +v. Como 
u pertence ao hiperplano 9H, a parcela F'(z) - u depende apenas do 
comportamento de F em AN ðH = ðA, onde F coincide com f. E a 
segunda parcela, e -F'(x) + v, é um múltiplo de 


F(z +tv)- F(a +to)- Fla) _ 
t t 
m LH) 16) 


= t 


para todo é < 0 suficientemente pequeno (em valor absoluto), tem- 
) -v depende apenas de f. 

Portanto, a definição f(x) = F'(x): R+! —» E” não depende da 
colha da aplicação F que estende f a um aberto de R™+!, Daí resulta 
e vale a Regra da Cadeia e que uma bijeção diferenciável é um difeo- 

entre abertos de semi-espaços se, e somente se, sua derivada. 
ada ponto é uma transformação linear invertível. 

Merece destaque o fato de que o bordo 2 de um aberto A num semi- 

aço é invariante por difeomorfismos, conforme o teorema abaixo. 


corema 5. Sejam AC H e BC K abertos em semiespaços. Se 
A> B é um difeomorfismo de classe C* (k > 1) então h(04) = ðB- 
nonstração: Seja s € A— ÔA. Existe um aberto U C R”* tal que 
EU C A. Como W(x): Ret! > R™+1 é um isomorfismo, podemos 
ar U 3 a tão pequeno que V = A(U) C B seja um aberto em R™H, 
turalmente contendo h(z). Então A(z) É OB. Portanto h(A — 94) C 
| — ÖB. Analogamente se mostra que k“H(B — 3B) C A— ðA. Logo 
04) = ðB. o 
Diz-se que o vetor w € R+! aponta para fora do semi-espaço Hu 
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quando {u,w) > 0. Se A C Hu é um aberto tal que ðA # Ø, diz-se 
também que w aponta para fora de A. 


Teorema 6. Sejam A C Hu e B C Hy abertos em semi-espaços de 
RMH, Se o difemorfismo h: A > B preserva orientação (isto é, 
deth'(z) > O para todo £ € A) e w € R+! aponta para fora de À 
então, para todo « € DA, h'(x) -w aponta para fora de B. 
Demonstração: Para todo z € DA, devemos mostrar que (u,h(x) - 
w) > 0, sabendo que (uw) > 0. Pelo Teorema 5, a derivada h'(z) : 
RMH > RMH transforma o hiperplano 9H, em 0Hy, ou seja, tem- 
se (v,h'(z) - w) = O se, e somente se, (u,u) = O. Assim sendo, basta 
mostrar que (v,h'(z) w) > 0. Ora, para todo t < O suficientemente 
próximo de zero, tem-se z +t- w € A — DA portanto (novamente pelo 
Teorema 5) A(z + tw) € B — ØB e daí (v,h(z + tw)) < 0. Para esses 
valores de ż (lembrando que (v, h(z)) = 0), temos 


b hz+ a =o) N b Ata E tu ) o 


Passando ao limite quanto t > 0—, vem (v, h'(z)-w) > 0, como queríamos, 
o 

Uma superfície com bordo, de dimensão m + 1 e classe C*, é um 
conjunto M C R" tal que cada ponto z € M pertence a um aberto 
U C M que é imagem de uma parametrização p: Up > U, de classe C*, 
definida num subconjunto Ug , aberto em algum semi-espaço de R™+I, 

Como no caso sem bordo, uma parametrização : Uo — U, cujo 
domínio é aberto num semi-espaço, é uma aplicação de classe C* cuja 
derivada g'(u): Rº+! > R" é injetiva em cada ponto u € Up e, além 
disso, p deve ser um homeomorfismo de Uo sobre o aberto U C M 

Se p: Uo > U e y: Vo > V são parametrizações na superfície de 
classe C*, com bordo, e U NV # Ø então a mudança de parametrização 
g=ytop:q-HUNV) > y-!UNV) é um difeomorfismo. Este 
fato foi provado no Vol. 2 (v. Corolário 3 no Cap. 7) para superfícies 
sem bordo. A demonstração aqui segue as mesmas linhas, salvo por um 
detalhe, que é o seguinte. Quando uma aplicação f: U > R” é definida 
num aberto U C R+, tanto faz dizer que f é do classe C* como dizer 
que f é localmente de classe C*, isto é, que cada ponto z € U possui 
uma vizinhança aberta, contida em U, restrita à qual f é de classe C*, 
Na verdade, esta é a própria definição de f € C*. 


Cap. 5 
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No Vol. 2 (loc. cit.), foi provado que a mudança de parametrização 
pop: HUNV) > 4-HU NV) é localmente de classe C*. Agora, 
quando os domínios das parametrizações q: Uo > U e: Vo > V 
são abertos em semi-espaços de R+, aquela demonstração se aplica 
perfeitamente, desde que demonstremos o 


Teorema 7. Seja f: X -+ R” uma aplicação definida no conjunto 
(arbitrário) X C Er, Suponha que, para cada z € X, erista uma 
aplicação Fe: Us — R” de classe C (respect. diferenciável), definida 
num aberto Ux contendo z, tal que Fs(y) = f(y) sey EU; NX. Então, 
pondo U = U Us, existe uma aplicação F: U => R", de classe CÊ 
sex 

(respect. diferenciável) no aberto U D X, tal que F(z) = f(x) para todo 
EX. 

Noutras palavras (e em particular) se f: A => R" é localmente de 
classe C* (respect. diferenciável) então f é de classe C* (respect. dife- 
renciável). 

Demonstração: Basta tomar uma partição da unidade 5) &(y)=1, 
sex 

de classe C* no aberto U, estritamente subordinada à cobertura aberta 

U= U Us, e depois definir F: U — R" pondo F(y) = Y, E-(y)-Fs(y). 


sex sex 

Se y € X então Flu) = X &-(y)- flu) = f(u). Além disso, F é de 
sex 

se C* (respect. diferenciável) porque as funções z e as aplicações 

,2EX,osão. (o) 


Por definição, numa superfície com bordo M, todo ponto z pertence 
à imagem U de uma parametrização p: Up — U, definida num aberto 
Uh de um semi-espaço H C R™+!, Há duas possi 
1) æ = y(u), onde u É Uo, isto é, u pertence ao interior de Ug 
cm RPH, 
2) a = p(u), com u € Uo = Uo NÔH. 
Como a mudança de parametrização £ = %7? o p: 9 HUNV) + 
U NV) é um difeomorfismo, segue-se do Teorema 5 que se o ponto 
M se enquadra numa das duas categorias acima com respeito a uma 
ação q então ocorre o mesmo em relação a qualquer outra 
rametrização 1): Vo > V tal que z € U NV. 
Assim, podemos definir o bordo da superfície M como o conjunto 
OM dos pontos z € M tais que existe uma parametrização q: Up = U, 
a = plu), u € dUo- 
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ðM 
M 
(457) 


Figura 26. Parametrização de uma vizinhança do ponto z € OM. 


Se a parametrização 4: Vo — V, na superfície com bordo Af, tem 
como domínio o aberto Vo do semi-espaço H C Lef: RH Ss 
Rº* é um operador ortogonal tal que Tu = w então T(H,) = Hw 
€, pondo Uo = T-HVo), vemos que Uo é um subconjunto aberto do 
semi-espaço H, e p = ý o T: Uo — V é uma parametrização. 

Sabemos que, para todo v £ 0 em R™+! e todo c > 0, tem-se 
Hy = How. Logo, não há perda de generalidade em supor que em todo 
semi-espaço Hu tem-se |v] = 1, Então existe um operador ortogonal 
T: RM! — RH tal que T- eo = v onde eg = (1,0, « 0) E RHL 
Desta maneira, dada qualquer parametrização 9: Va — V em M, com 
Vo C He, obtemos uma parametrização = ý o T: Uo — V, com a 
mesma imagem V mas agora definida no aberto Uo = T-!(Va) do sem 
espaço padrão Ho = [(r9,21,...,2m) € RH; go < 0). 

Às parametrizações que têm como domínio um aberto semi-espaço 
Ho serão chamadas de padronizadas. Acabamos de ver que não há perda 
de generalidade em admitir que todas as parametrizações de 


no su- 
perfíie com bordo são padronizadas. 

Conforme Convencionamos anteriormente, consideraremos. 0Ho = R" 
ao identificarmos (0,2, ...,2m) com (21,...,2m). 


Se M é uma superfície de classe C* e dimensão m + 1, com bordo, 
então seu bordo ðM é uma superficie de classe G* e dimensão m, sem 
bordo. Ê 
Para ver que isto é verdade, basta considerar em M apenas para- 
metrizações padronizadas. Se p: Us — U C M é uma parametrização 
padronizada então OUp é um aberto em R™ e a restrição de y a So é 
a parametrizaçãoem 9M, cuja imagem é OU = U N ôM. 
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Assim, no contexto das parametrizações padronizadas, as parame- 
izações de ƏM são as restrições a R™ das parametrizações de M (onde 
mM =m+1). 

Seguem-se alguns exemplos de superfícies com bordo. 


Exemplo 3. Um semi-espaço Hy C R+! é uma superfície com bordo, 
na qual basta considerar a aplicação identidade id: Hu > Hu como 
a parametrização. Seu bordo é dHu = {x € R”+!; (u,2) = 0). 
, seu = ep = (1,0,...,0) € R$! então Hu é o semi- 
espaço padrão Ho = {(20, £1, ---+2m) € R+}; zo < 0), cujo bordo é 
ðH =R" = {x € R™+!; zo = 0}. s 

Exemplo 4. O intervalo [a,b] requer pelo menos duas parametrizações 
para ser considerado uma “superfície” com bordo. Elas são, por exemplo, 
p: (=1,0] — (a,b) e 9: (=1,0] > [a,b), definidas por p(t) = (b—a)t+b 
e plt) = (a—b)t+a. O bordo de [a,b] é o conjunto {a,b}, com dois 
elementos. 


1 


Exemplo 5. Seja B a bola fechada de centro O e raio 1 em R” 
com m > 0. (O caso m = O está contido no exemplo anterior, to- 
mando [a,b] = [-1, 1].) Mostremos que B é uma superfície de dimensão 
m+ 1, cujo bordo é a esfera unitária S™. O interior de B pode ser 
parametrizado pela aplicação identidade. Se p € S™ = B, podemos 
parametrizar uma vizinhança de p em B tomando uma parametrização 


4: Uo > U de um aberto U C S™ com p € U, com Uo C R™ e definindo - 


D: (-1,0] x Uo > B por &(t,u) = (1+t) -p(u). Quando p descreve um 
atlas em S™, as imagens das parametrizações & cobrem B— {0} e, junta- 
mente com a aplicação identidade do interior de B, completam um atlas 
que faz da bola fechada B uma superfície com bordo, com 3B = S™. O 
mesmo se dá com as bolas fechadas com centros nos pontos c € R"*! e 


raios r > O arbitrários. 


Exemplo 6. O produto cartesiano M x N de uma superfície com bordo 
M per uma superfície (sem bordo) N é uma superfície com bordo, sendo 
(M x N) = 3M x N. Isto se deve ao fato de que se Uo C H é um 
aberto no semi-espaço H C Et e Vo é um aberto em R" então Uo x Vo 
é aberto no semi-espaço H x R” c R7+"+!. Como no caso de superfícies 
sem bordo, dadas as parametrizações p: Uo > U em M e 4: Vo > V 
em N, as aplicações do tipo q x 4: Uo x Vo > U x V formam um 
atlas em M x N. Convém observar que o produto cartesiano de duas 
superfícies com bordo não é uma superfície com bordo, pois o produto de 
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dois semi-espaços possui vértices angulosos ou arestas, por isso não é um 
semi-espaço. Por exemplo, o conjunto X = {(z,y, z) € R?; y <0,2 < 0} 
é o produto cartesiano do semi-plano y < 0 em R? pela semi-reta z < 0 
emR. i 


Exemplo 7. A vizinhança tubular fechada V-[M] de uma superficie M 
(sem bordo) é uma superfície com bordo. Com efeito, todo ponto de 
V.[M] pertence a uma vizinhança tubular local V. 

em V.[M], imagem do difeomorfismo &: Up x B(0; como na 
demonstração do Teorema 1, Capítulo 4. Pelo Exemplo 6, Uo x B[0;1] é 
uma superfície com bordo, logo V.[M] é localmente uma superfície com 
bordo. Isto comprova a validez do Exemplo pois a definição de superfície 
com bordo é local. 


Exemplo 8. Seja f: U — R uma função de classe C* no aberto U C 
RH, Se O é um valor regular de f então o conjunto M = {x € 
R+; f(x) < 0) é uma superfície com bordo, de classe C* e dimensão 
m+ 1, cujo bordo é N = f-!(0). Isto é válido quando f € C?, mas 
suporemos k > 3 a fim de usar a vizinhança tubular V.(N). Definimos o 
campo de vetores normais w: N — R+, de classe Ck-1, pondo, para. 


cada z € N, w(z) = Ma) - grad f(z), onde Mx) > 0 é tomado de modo 
a se ter |w{z)| = e(z). Isto nos dá o difeomorfismo &: (1,1) x N + 
VE(N), (t, 1) = 2-+t-u(2). O conjunto A = {z+ t-w(2); -1 < t < 0} 
é aberto em M e ®: (—1,0] x N — A é um difeomorfismo, logo A é uma 
superfície com bordo. Obviamente B = {z € U; f(x) < 0), aberto em 


Rm+1, é uma superfície. Logo M = A U B é uma superficie com bordo 
eðM =N. 

Uma superficie com bordo M diz-se orientável quando admite um 
atlas coerente, isto é, um conjunto A de parametrizações p: Uo > U, 
4: Vo > V, etc, cujas imagens cobrem M e são tais que, se U N V + ø, 
à mudança de parametrização £ = Y~! o p: MUNV) >4-HUNV) 
tem determinante jacobiano positivo em todos os pontos. O par (M,A) 
chama-se uma superfície orientada e as parametrizações p € A direm-se 
positivas. 

Mostraremos a seguir que se M é orientável então seu bordo ðM 
também é orientável e toda orientação em M determina uma em M, 
chamada a orientação induzida por M. x 

Começamos observando que toda superfície orientável M de dimensão 
> 2 possui um atlas coerente cujas parametrizações são todas padroniza- 
das. De fato, seja «o: Uo — U uma parametrização positiva. em M, onde 
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Un é um aberto no semi-espaço Hy C R"*!, Sem perda de generalidade 
podemos supor |v| = 1 e então, como m + 1 > 2, existe um operador or- 
togonal T: R+! — R™+:, com determinante positivo, tal que T-ep = v, 
logo T(Ho) = Hy, onde Ho = ((29,21,..., Tm) ER"; z < 0}. Então, 
ondo Vo = T-} (Uo), vemos que po T: Vo > U é uma parametrização 
padronizada, positiva, com a mesma imagem U de q. 


Teorema 8. O bordo de uma superfície orientável é também orientável. 
Demonstração: Consideremos uma superfície M, munida de um 
atlas coerente A. O teorema é óbvio quando M tem dimensão 1 pois 
seu bordo terá dimensão O e será obviamente orientável. Seja então 
mM =m+1>2. Pelo que vimos acima, podemos supor que todas 
ações p E A são padronizadas, 


E(u)-eo 
k 
E 


Ho 


gura 27. Sep: Uo — U e qb: Vo — V são parametrizações compatíveis 
1, as restrições p| (Ua) e 1/(9V6) são compatíveis em AL. 


variam em A, estas parametrizações formam um atlas em OM. Vas 
mos agora mostrar que este atlas é coerente, isto é, que a restrição a 
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e HUNV)AR™ do difeomorfismo € = top: g- (UNV) > 4 HUNV) 
tem determinante positivo em todos os pontos. Com efeito, como o 
vetor eo aponta para fora do semi-espaço Ho (formado pelos pontos 
(zosti,...s Tm) com zo < 0), segue-se do Teorema 6 que, para todo 
u=(0u,...,um) E R™, o vetor E(u) -eo = (apan, 
ra coordenada ag > 0. Como €'(u): R 


onde A é a matriz jacobiana da restrição de £ a MU N V) NR”, 
Como det JE(u) > 0 e ag > 0, segue-se que det A > 0, como queríamos 
demonstrar. o 


Explicitamente: Se A é um atlas coerente na superficie com bordo 
M, a orientação induzida por A no bordo OM é dada pelo atlas formado 
pelas restrições das parametrizações p: Ug > U em M a cada bordo 
Uo. Se a parametrização p é padronizada, as parametrizações em ðM 
são do tipo (tm, ... sum) ++ ọ(0; u im), onde p € A. 

Em cada ponto z de uma superfície com bordo M, o espaço vetorial 
tangente TsM se define do mesmo modo que no caso em que M não 
possui bordo: toma-se uma parametrização q: Uo > U C M, com 
z = (u), e põe-se TEM = y'(u)-R"+!, onde m+ 1 é a dimensão de M. 


Como já vimos que a mudança de parametrização € = 47! o% é um 
difeomorfismo, o espaço vetorial TEM não depende da parametrização 
usada para defini-lo. Sua dimensão é m + 1, a mesma de M, ainda que 
o ponto z pertença ao bordo de M. 4 

Quando « = (u) € ÔM, o ponto u pertence a Us = Vo N Ho, onde 
Ho C R+ é o hiperplano bordo do semi-espaço H no qual Uo é um 
aberto. Neste caso, a derivada q/(u): R+ + Ts M transforma Ho no 
paço Tz(0M) C TeM. Assim, em cada ponto z € OM, o espaço 
vetorial tangente a AM é um hiperplano em T;M. 
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Figura 28. T.ôM é um hiperplano em T;M. 


Seja z € OM um ponto do bordo de uma superfície orientada M, de 

nensão m + 1. Diz-se que o vetor w € TM aponta para fora da su- 

ficie M quando, dada qualquer parametrização positiva p: Up > U, 

definida no aberto Up do semi-espaço H C R+, com s = p(u), tem-se 

= '(u) -wo , onde wo E R™+! aponta para fora de H. Em virtude do 

rema 6, se isto ocorre com uma parametrização positiva, ocorre com 
as. 

Olhemos agora para o Teorema 8 no caso de uma curva M, isto é, 

a superfície de dimensão 1. Então o bordo 3M tem dimensão zero: 

conjunto de pontos isolados. 


Orientar uma supe 
i pontos um sinal + ou —. Se a curva M (superfície unidimensional) 
da, a orientação induzida no bordo é, por definição, aquela que 

ao ponto s € 9M o sinal + quando para uma (e portanto para 
parametrização positiva p: Jo > J em M, com x = «(u), O 
cidade 4/(u) aponta para fora de M. Caso contrário, z recebe 
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tada pelo atlas coerente A = {,%}, onde p: (a,b] > 

[0,5) são restrições da função identidade de [a,b]. A 

por A chama-se natural. Ela induz no bordo ôfa, b] = {a,b} a orientação 
(-a, +b} pois o vetor 4 (a) = (1) aponta para dentro de [a,b] enquanto 
o vetor 3º (b) = (1) aponta para fora. (Aqui, (1) = eo é o único vetor 
da base canônica de RÌ.) 


Exemplo 9. A faixa de Moebius (fronteira inclusive) é uma superficie 
compacta não-orientável, cujo bordo, difeomorfo a uma circunferência, 
é orientável. Isto mostra que não vale a recíproca do Teorema 8. 
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No teorema abaixo, fang w significa a integral, ao longo de OM, da forma 
diferencial i*w, restrição de w a ÔM, ou seja, pu 

de inclusão i: 0M > M. Além disso, o bordo 3M está munido da 
orientação induzida por M. 


Teorema 9 (Stokes). Seja w uma forma diferencial de grau m e classe 
C', com suporte compacto na superfície orientada M, de dimensão m+ 
1, com bordo 3M. Então fy dw = fag w 


Demonstração: Fazendo uso de uma partição da unidade podemos, 
por aditividade, supor que o suporte de w está contido na imagem de 
uma parametrização positiva p: Uo > U, em termos da qual podemos 
escrever, para cada 2 = q(u) EU, 


w(z) = J (~I) as(u) - duo A- -+ Aduz A++ A dum, 
im 
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portanto 
— da; 
du(z) = È zw) v dug A+++ A dum + 


(A compacidade do suporte de w assegura que a partição da unidade é 
finita, logo f e d são aditivas.) 

Se o suporte de w for disjunto de 3M, podemos ver w como uma 
forma com suporte compacto na superfície sem bordo M — ôM. Então, 
pelo Teorema 3, tem-se fyy dw = 0. Ao mesmo tempo, teremos i'w = 0 
logo fyw = 0. Então vale a igualdade fy dw = foa = 0 quando 
(supp. w) N ÔM = Ø. 

Podemos então admitir que (supp.w) NM # Ø. Além disso, vamos 
supor inicialmente que m+1 > 2, de modo que a parametrização positiva 
+: Uo > U pode ser tomada padronizada, isto é, Uo é um aberto no 


semiespaço Ho = ((uo,..sUm) E R™+Ħ;ug < 0). Seja K = Tiles B4 
um bloco em RI contendo Un , com £y = 0, logo K C Ho. Para cada 


A i=l 
bloco em Ha contendo q"! (supp. i'w). Estendamos continuamente as 


funções ao, ..., am à todo o bloco K, pondo-as iguais a zero nos pontos 
de K — Uo. Para todo z = (u) = (0, u1,- + tim) € OU (= U NƏM), 
temos (i*w) (2) = ao(0, trs- +- tim) © dim A -++ A diem, logo 


Í wf ru=f O i da a i 
om” T Jon T Jro 


Agora, vamos calcular a integral de dw, usando a redução de uma 
integral múltipla a integrais repetidas. Antes observemos que se para 
algum į > 0, a iésima coordenada do ponto u € K é igual a a; ou 
B; então todas as funções ao,-.-,@m se anulam em u, pois y(u) não 
pertence ao suporte de w. O mesmo se dá se a coordenada ug de u 
é igual a ag; mas ao(O,ui,..-,Um) = ao(6o, u1, -+ + tm) pode assumir 

ilquer valor. Então 
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ERE O ki 
Ef Get duo -o E o- -dun 


=5 tiei aion 
io K: 


-duo- «o. -Å> o. é dm 


ao(O,us,...s tim dia... dm, =f w 


Ko om 


Vejamos o caso em quem +1 = 1. Então m é uma curva (su- 
perfície de dimensão 1) orientada e w, tendo grau zero, reduz-se a uma 
função f: M — R, de classe C!. Resta dizer o que significa fog f, a 
integral de uma função ao longo de um conjunto discreto. Na verdade, 
nos termos da demonstração acima, se exigirmos (como é razoável) que 
cada vizinhança coordenada seja conexa, ÔM consiste num único ponto 
+p. Então poremos [., f = f(p). Com esta convenção, a demons- 
tração acima se aplica: se a parametrização padronizada é positiva, 
temos fu df = f, f = f (p) e, se é negativa, fudf=[ ,i=-i(9). O 

Usaremos o Teoema de Stokes para dar uma demonstração do Teo- 
rema do Ponto Fixo de Brouwer. Como o nome sugere, um ponto fixo 
de uma aplicação f: X — X é um ponto z € X tal que f(z) = z. 

No enunciado abaixo, B é a bola fechada de centro O e raio 
1emR”. 


Teorema 10. (Brouwer). Toda aplicação contínua f: B >B admite 
(ao menos) um ponto fizo. 

Demonstração: O primeiro passo da demonstração consiste em mos- 
trar que não há perda de generalidade em supor que f é de classe C%, 
Com efeito, se existisse uma aplicação continua f: B => B sem ponto 
fixo então a função contínua A: B > R, definida por Mx) = |f (£) — z|, 
seria positiva para todo z € B. Como B é compacta, existiria £ > 0 
tal que Mx) > e para todo z € B. Usando o Teorema de Aproximação, 
obteríamos g: B — B, de classe C™, tal que lg(x) — f(2)| </2 para 
todo z € B. Então. de |f(z) — =] < |f (£) — g(x)| + lg(x) — x| resulta. 
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ue lg(x) — z| > |/(2) — z| — |f (z) — g(£)| > e — e/2 = £/2. Portanto, 
ção contínua f: B > B sem ponto fixo, existirá 
ambém g: B > B, de classe C”, sem ponto fixo. 
Em seguida, mostraremos que se existir uma aplicação g: B > B, 
jasse C°, sem ponto fixo, existirá uma retração p: B > S"=", de 
0%, sobre Sº-! = ðB. 
A aplicação p: B > S"-!, tal que p(z) = z para todo z € sa 
lefinida pondo, para cada £ € B, p(z) = interseção da semi-reta g(z)z 
com a esfera S"-1. Em termos analíticos, tomando o vetor unitário 
= (e — g(2))/lz — g(2)], tem-se p(x) = 2 + tu, onde é > 0 é escolhido 
e modo que seja | + tu] = 1. 


“gn=1 


Figura 30. Supondo g: B” — B” sem ponto fixo, obtém-se uma retração 
pers 
Para concluir que t é uma função O= de z (e portanto p também), 
otamos que a condição |z + tu]? = 1 se escreve como |z|? +2(z,u)t + 
= 1, ou seja, é uma equação do segundo grau 
t 4 2(z,u)t — (1 — |z|?) =0, 


da qual 


é a raiz não-negativa, logo t = t(s) € C°. j 

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer resulta, por conseguinte, do 
Teorema 11. Se M é uma superfície de classe C* (k > 2), compacta, 
orientada, com bordo OM, não esiste uma retração r: M — OM de 
classe GH, 
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Demonstração: Dando a ðM a orientação induzida por M, seja w 
a forma elemento de volume, ou qualquer outra forma de grau m = 
dimðM, com fay w # O. Supondo a existência da retração r: M > 
ƏM, o Teorema de Stokes nos dá 


0# [e= h= [e= f ra= f o=o 


Na primeira das igualdades acima, usamos o fato de que w = r“w em OM 
pois r|ôM = identidade. E a penúltima igualdade resulta de ser dw = O 
pois o grau de w é a dimensão da superfície OM onde está definida. D 


Observação. A abrangência do Teorema 11 é, sem dúvida, bem maior 
do que requer o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Mas se quisermos 

que a esfera S™ não é um retrato da bola B+, ou 
seja, que a aplicação identidade id: S” — S™ não possui uma extensão 
r: BTH > S™, de classe C* (k > 2), basta usar o Lema de Poincaré 
(Corolário 1, Cap. 3), segundo o qual toda forma fechada em B+! é 
exata. De fato, se r existisse, como w é fechada e portanto r*w também, 
teríamos r*w = da para alguma forma a, de grau m — 1 em B™+L, Ora, 
considerando a inclusão i: 8”? + BTH tem-se roi = id: SP > gm e 
dai 


w= (id)'w = (roi)'w = (ru) = (da) = (ia), 


um absurdo. Isto nas dá uma demonstração do Teorema do Ponto Fixo 
de Brouwer, sem usar Stokes. 
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Exemplo 10. O anel M = ((z,y) € RI < z? +y? < 4) é uma 
superfície compacta, conexa, bidimensional, com bordo 3M = Ci U C2, 
onde C1 e Ca são as circunferências de raios 1 e 2, com centro na origem. 
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Figura 31. A orientação natural do anel Af induz orientações 
opostas nas componentes C} e Cz do bordo 3M = Ci UCA. 


A orientação natural de M é aquela em que as parametrizações posi- 
tivas g: Uo => U C M cumprem a condição det Jy(2,4) > O para todo 
(2,9) € Uo. Em cada ponto z = (2,9) € M tem-se TEM = R? e 


uma base fw, uz) C TyM é positiva se, e somente se, det[w,wa] > 0. | 


Intuitivamente, isto significa que o sentido de rotação de w; para wz é o 
mesmo de e; = (1,0) para ez = (0,1). Esse sentido positivo de rotação 
costuma ser indicado por meio de uma flexa circular, como na figura 
Isto permite visualizar a orientação induzida no bordo M: o sentido de 
percurso em cada uma das circunferências C} e Cz deve ser compatível 
com o sentido de rotação dado pelas flexas circulares próximas. 

Então se nota que as orientações induzidas por M nas duas circun- 
ferências Ch e Ch são opostas uma da outra. 

Vamos analisar este fato sob um ponto de vista mais geral. O ele- 
mento essencial é o 


Teorema 12. Seja « € OM um ponto do bordo de uma superfície orien- 
tada M, de dimensão m + 1 > 2. Uma base (uy,...,tm) C TOM) 
é positiva relativamente à orientação induzida por M se, e somente se, 
para algum (e portanto para qualquer) vetor v E TM que aponte para 
fora de M, a base (v, uns... vmb C TEM é positiva. 
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Demonstração: Seja q: Us + U C M uma parametrização positiva 
padronizada, com æ = y(u) € U. Existem vetores vo, vı Um E RPH 
tais que v = g'{u) «vo, w = g'(u) - v1,- -wm = g'(u) vm Como v 
aponta para fora de M, a primeira coordenada de 1 é > O. E, como 
Wi- --, töm E TH(0M), os vetores v4,..., Um têm todos a primeira coor- 
denada igual a zero. À matriz de passagem da base (22 (u), .., P2-(u)) 
para a base {v, wi, ... ty) tem como colunas os vetores vo, Ui,- -ss Um; 
logo é da forma 


onde ag > 0 e À é a matriz de passagem da base positiva { 22 (u), 


RE(u)) CT(0M) para [uwn,..., tm). Como detm = ap-det A, segue- 
se que esta última base é positiva se, e somente se fu, wi, ...; Um) C 
";M é positiva. o 


À luz do Teorema 12, revejamos o Exemplo 10. A orientação ali 
atribuída ao anel M é aquela do plano R?. Se olharmos para a cireun- 
ferência Cı como o bordo do disco D = ((x,y) € R?;£? +y? < 1), a 
orientação induzida por D é como a que foi induzida em C> por M. 
Mas se considerarmos C4 como parte do bordo de M, a orientação aí 
induzida por M é a oposta. E o motivo é simples: num ponto de Cy, 
um vetor que aponta para fora de D aponta para dentro de M. 

Num contexto mais geral, seja M C R+! uma hiperfície compacta 
orientável de classe C* (k > 3). Usando o Teorema de Jordan-Browwer, 
podemos escrever R+! = AUB, onde A e B são superfícies compactas 
de dimensão m + 1, com bordo 94 = M = ðB e AN B = M, sendo À 
limitada (portanto compacta) e B ilimitada. Os pontos de A — M serão 
chamados de pontos interiores a M e os de B — M exteriores. 

Pretendemos calcular a integral f}, Q, onde 9 é a forma diferencial 
elemento de ângulo sólido (V. Exemplo 5, Capítulo 3). O domínio de 2 
é RTH — {0}, portanto é necessário supor que 0 ¢ M. 

Há duas possibilidades. 

Primeira: 0 € B, isto é, a origem de RH está no exterior da 
hiperficie Mf. Então £ está definida em A e, como é uma forma fechada, 
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o Teorema de Stokes nos dá 


J= fu [= [0-0 


Segunda: 0 € A, ou seja, a origem de R™+! está no interior de 
M. Seja D um disco, isto é, uma bola fechada de centro 0, contida no 
interior do conjunto A. O bordo $ = D é uma esfera, 


Figura 32. Se a origem 0 está no interior de M então 
Jur 9 = volume de 8”, 


Atribuamos a À e a D a orientação natural, em que a base fcp,er,..., 
em) CRT = TA = T,D para todo z € A e todo y € D é positiva. 
Atribuamos a M = ðA e S = ƏD as orientações induzidas. Então, se 
indicarmos com —S esta esfera munida da orientação oposta à induzida 
por D, veremos que N = A — int D é uma superfície orientada, cujo 
bordo é ƏN = 9(A — int D) = MU(-S). A forma Q está definida em 
N e, como dù = 0, o Teorema de Stokes nos dá 


o= f a= f a= fa- fo 


ou seja, [9 = fg N. Agora observamos que se S é qualquer esfera em 
RP) com centro na origem, a integral da forma Q sobre S é igual ao 
volume da esfera unitária S™. De fato, S e S™ (se não coincidirem) 
formam o bordo de uma superfície na qual a forma fechada S está defi- 
nida, logo fg = fgn N. Mas, sobre $”, Q coincide com o elemento de 
volume, 
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Então fica demonstrado o 


Teorema 13. Seja M uma hiperfície compacta orientada de classe C* 
(k > 3) no espaço euclidiano RP, com 0 É M. SeN é a forma 
elemento de ângulo sólido em R+! — {0} então fy Q =0 se a origem 
O € Rmt! está no exterior de M. Caso a origem O € RM! esteja 
no interior de M, tem-se fy = cm, onde cm é o volume da esfera 
unitária m-dimensional. 


Corolário 3 (Lei de Gauss). Se M C R? é uma superfície orientada 
compacta de classe C* (k > 3) e0 ¢ M então 

gdy A dz + ydz A dz + zdz A dy 

DOS oouamr 

MO HAR 


conforme a origem de R? esteja fora ou deniro de M. 


Corolário 4. Seja y: [a,b] => R? — {0} um caminho de classe C? 
no plano, com y(t) # O para todo t € [a,b], y(s) £ y(t) se s # t e 
ela) = y (b). Então o número de voltas n(y,0) que y dá em torno da 
origem é +1 ou zero, conforme a origem O € R? esteja no interior ou 
no exterior da imagem de y. 


n 
n 


Figura 33. A origem O está no interior de 71 e no exterior de 95. 
Tem-se n(y1;0) = —1 e n(y; 0) = 0. 
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5 Análise vetorial clássica 


Nos livros de outrora, ou mesmo nos elementares de hoje, o trata- 
mento das integrais de superfícies não é feito por meio de formas dife- 
renciais. Neles, integram-se apenas funções e campos de vetores. A 
proposição de natureza geral, que se costuma atualmente chamar Teo- 
rema de Stokes, ocorre nas apresentações tradicionais ou introdutórias 
de modo fragmentado, sob diferentes títulos e formulações, conforme a 
dimensão do domínio de integração. 

A seguir, faremos uma breve exposição desses teoremas clássicos, 
mostrando como eles estão contidos no Teorema 9, apenas com termi- 
nologia e notação diferentes. 

Começaremos explicando o que significa a integral de uma função 
real contínua f: M > R, definida numa superfície compacta orientada. 

Se w é a forma elemento de volume de M então a integral de f ao 
longo de M é, por definição, a integral da forma f-w onde, naturalmente, 
(fu)(a) = J(e) w(x) para todo z € M. 

Na notação tradicional, o elemento de volume de M escreve-se dM 
em vez de w. Assim, fy f -dM = fa few = fye f» estas igualdades 
significando apenas mudanças de notação. 


Exemplo 11. No Volume 2 (cfr. Exemplo 20, Capítulo 7), a curvatura 
gaussiana K (z) da hiperfície compacta orientada M. C R™+? no ponto 
2 € M foi definida como o determinante da derivada 1/(2): TM > 
°M da aplicação normal de Gauss y: M > S™. (Lembremos que y 
associa a cada ponto x € M o vetor unitário u = y(z), ortogonal a 
TM = TuS”, cujo sentido é determinado pela orientação de M.) A 
integral fy K -dM da função-curvatura K: M — R chama-se a curva- 
tura integral da hiperfície M. O conhecido Teorema de Gauss-Bonnet da 
Geometria Diferencial afirma que se a superfície M C ES é difeomorfa à 
esfera S? então fy K-dM = 47. Bem mais geralmente, foi demonstrado 
por H. Hopf que se M C R?™+! é uma superfície compacta orientável de 
dimensão par então fy, K-dM é um múltiplo inteiro do volume da esfera 
unitária §%™*, Mais precisamente, tem-se fy K-dM = 5 x(M)-vol(S2"), 
onde o inteiro par x(M) é a característica de Euler-Poincaré da hiperfície 

M. (Para maiores detalhes, ver [7] 
Em seguida, a Análise Vetorial clássica trata da integral de um 
campo vetorial ao longo de uma superfície M em R? (portanto uma 
a co-dimensão de M é igual a 1). Por isso é possível 
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tal integração. 

De fato, se M C R™+! é uma hiperfície compacta orientada e X: U > 
R+ é um campo contínuo de vetores num aberto U C Rº+! contendo 
M, a integral do campo X na hiperfício M é, por definição, igual a 
Ja (X,v) - AM, onde v: M — RH é o campo unitário de vetores nor- 
mais que determina a orientação de M (e é determinado por ela), Assim, 
Daire do campo X para a função (X, v): M — R e recaíimos no caso 

Uma interpretação física da integral fy (X,v) -dM pode ser dada 
considerando X como o campo das velocidades das partículas de um 
fluido incompressível que se desloca numa região do espaço contendo a 
hiperfície M. Admitindo que se trata de um regime estacionário (steady 
state), isto é, que o campo X não depende do tempo, então a integral 
fn (X, v) - dM representa a quantidade de fluido que escoa através de 
M na unidade de tempo (o que entra menos o que sai). Este número 
chama-se o fluzo do campo X através da superfície M. Como o fluido é 
incompressível, se não há fontes nem poços no interior de M então tudo 
que entra sai e conseqüentamente fy; (X, v) AM = 0. 

Seja X = (ao,a,...,am) definido no aberto U CR por suas 
funções-coordenada a;: U — R, de classe C* i 

Ao campo X: U — R™+! associaremos a forma diferencial, de grau 
m e classe CÊ, ax: U + Mn(R'*+) definida por i 


ax = J (-1) a; - dzo A~- - A È A++- Adam. 
Ej 


O desenvolvimento de um determinante em relação a sua primeira 
coluna mostra que, para quaisquer £ € U e w1,...,wm € R+, tem-se 


axla) - (w1, - sm) = det[X (2), wi,- um), 


onde o segundo membro é o determinante da matriz (m + 1) x (m + 1) 
cujas colunas são os vetores X (z), ts... tbm. 

Se M é uma hiperfície compacta orientada, fi, X foi definida acima 
como fas (X, v) - w, onde w é o elemento de volume de M e, para cada 
z € M, (2) € RºH tem comprimento 1, é ortogonal a T,M e, se 
Liwi,... tm) C ToM é uma base positiva, tem-se detf/(2), w1,- . sum] > 
9. Isto reduz a integral fiy X à integral da forma diferencial z r> 
(X(a);v(2)) -co(z) em M. 
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Mostraremos agora que esta forma le com ax. 
De fato, dada qualquer base positiva (tw, .. ta) C TzM, temos 


axha): (W, -+ es tom) = det[X (2), w1, -+ 0m] = (Xle), rx em) 
= (X (z), v(2)) fun X +++ X um) 
= {X (1), (2)  w(z) (un, ...stom) 


pois o produto vetorial w X --- X Wm é um vetor normal a M com 
o mesmo sentido da normal positiva v(z). Segue-se então que ax = 
(X, v) -w ao longo de M. 

Portanto, se X = (ag,...,Qm) é um campo continuo de vetores no 
aberto U C Rtle M C U é uma hiperficie compacta orientada então 


[x f a f Sadan nn dan: 


Há um caso particular importante, em que X é um campo de classe 
C! no aberto U C R™+! e K C U é o que se costuma chamar um 
domínio com fronteira regular de classe C* (k > 1). 

Isto significa que K é uma superfície compacta, com bordo, de di- 
mensão m + 1 e classe C£, contida em U. Note-se que a orientação de 
RM+ induz naturalmente uma orientação em K pois, para cada z € K, 
tem-se TeK = R7+1, O interior de K é um subconjunto aberto limitado 
em R™+1 e o bordo 9K (que é também a fronteira de int. K em R™+!) 
é uma hiperfície compacta orientada. 

A diferencial exterior da forma ax é 


chama-se a divergência do campo X. (cfr. Capítulo 3, Exemplo 7.) 
O Teorema de Stokes nos permite afirmar que, nesta situação, vale a 


igualdade abaixo 
i (Xu) = f div Xade 
ak K 
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conhecida como o Teorema da Divergência, de Gauss. 

Seja agora X = (a,b,c) um campo de classe C? no aberto U C Rº, 
que contém a superfície compacta orientada M (de dimensão 2), cujo 
bordo C = 9M atribuimos a orientação induzida por M. 

Ao campo X fazemos corresponder a forma diferencial fx = ad + 
bdy + cdz, de grau 1 e classe C! em U. O Teorema de Stokes fyy dx = 
fox nos dá 


de à da de 
S E-P) dunas (2-2) ana 


+ (F-E) de nau] = f ode tty + oiz. 


Em termos do campo de vetores rot X: U — R?, definido por 


(E Ob da de db z) 


rX = 


dy ðz'ðz Dr'dr Oy 


ser escrita como fy (rot X,v)-dM, onde v é o campo de vetores normais 
unitários definidos pela orientação de M e dM é o elemento de área da 
superfície M. 
Quanto ao segundo membro daquela igualdade, ele é a integral fo £x 

Se chamarmos de ds a forma elemento de arco (volume”unidimensio- 
nal) em C, temos ds(v) = |v], conforme o vetor v, tangente a C, aponta 
para o sentido positivo da curva orientada C ou não. Então, em cada 
ponto z € C, temos 


Bxla) -v= (Xe) 1) = (x 


onde 7 € T+C é o vetor unitário tangente a C no sentido positivo e v é 
qualquer vetor não-nulo em T+. Isto significa que 3x = (X,7) + ds. 
nguagem da Análise Vetorial Clássica 


J oox an= [ana 


onde v é a normal unitária positiva em M e 7 é o vetor tangente u 
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Este é o chamado Teorema de Stokes clássico. 

O primeiro membro representa o fluxo do campo rot X através da 
superfície M e o segundo membro é a circulação do campo X ao longo 
do bordo C = ôM. 

O terceiro, e mais simples, dos teoremas integrais da Análise Vetorial 
clássica é o Teorema de Green. 

Nele, tem-se um domínio compacto M C R?, com fronteira regular 
ðM de classe C!. O compacto M tem a orientação natural de R? e seu 
bordo M recebe a orientação induzida: em cada ponto £ € OM um 
vetor tangente não-nulo w € T(3M) possui o sentido 
9M se, e somente se, {v(z), w} é uma base positiva de R?, onde v(x) é 
o vetor normal unitário que, no ponto z, aponta para fora de M. 

Se f, g: U > R são funções de classe C? no aberto U C R? contendo 
M o Teorema de Green diz que 


f (z Şi SL) azdu = [1+9 


Ele é simplesmente o Teorema 9 (nosso Stokes) aplicado à forma 
diferencial f = fdz + gdy definida em U (portanto na superfície com 
bordo M). O primeiro membro é uma integral dupla sobre o compacto 
J-mensurável M e o segundo membro é uma integral curvilínea. 


6 Exercícios 


Seção 1. Integral de superficie 


1. Como enquadrar as integrais curvilíneas no contexto deste capítulo, já que 
um caminho não é uma curva (“superfício” de dimensão 1)? E, por outro lado, 
como estender a noção de integral de superficie para “caminhos” de dimensões 
superiores? 

2. Justifique a afirmação do texto segundo a qual se tem Jyp h'w =— fy w quando 

h: M > N é um difeomorfismo que inverte orientação. 

Seja f: S” -> S” uma aplicação contínua. Se n é par, prove que pelo menos 

uma das equações f(z) = z ou f(z) = —z possui uma raiz z € S*. Dê um 

contra-exemplo para cada n fmpar. 
ão de vetores tangentes no espaço projetivo P”, 
idade. 


Prove que todo campo c 
com n par, possui singul 


Seção 2. Superfícies com bordo 


1. Seja f: K => L um difeomorfismo de classe C* entre os conjuntos compactos. 
K, L CR". Prove que existem abertos U, V C R", com K C U, L C V eum 
difeomorfismo F: U =» V do classe C% tal que FIK = f 
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2. Sejam H = {(z,y) € R?;y > 0} e P = (2,9) ER > 0, > 0}. Prove que 
existe um homeomorfismo p: R? — R? tal que (P) = H mas p não pode ser 
um difeomorfismo C°. 


3. Seja M uma superficie compacta orientada (sem bordo). Prove que todo di- 
feomorfismo h: M —» M homotópico à identidade preserva orientação. 


4. Se M é uma superficie sem bordo, prove que existe uma superfície com bordo 
N tal que ON = M. 


5. Pode a faixa de Moebius ser o bordo de uma superficie M € R°? 


Seção 3. O Teorema de Stokes 


L Seja f: B > Rº*! uma aplicação contínua definida na bola unitária B = (2 € 
R+; [e] < 1). Se (8º) C B, prove que existe 2 € B tal que f(x) = 2 

Seja Af C R” um “domínio compacto com fronteira regular”, isto é, uma 
superfície compacta n-dimensional com bordo de classe C* (& > 2). Prove que 


Es sá 
voLM="5D | (fade Aonde A- Aden 
nei lom 


Em particular, se n = 2, tem-se área do M = 4 fay dy — yd. 


3. Com a mesma notação do exercício anterior, seja F: M — R" u icação de 
classe C* cujas funções-coordenada são fi,..., fa: M >R. Suponha F(z) # 0 


para todo z € OM. Se a forma w = È (-1)*+" fis di TA en dfa Ó tal 


6 
Soluções dos Exercícios 


la uma das seções deste capítulo tem o mesmo de um dos cinco capítulos 
ítulo. Em cada uma 


logo E 


w são fechadas no conjunto U = {(z, y) € 
rarmos as funções f, g,h: U -— R definidas 
(x,y) = y/z, g(z,y) = —z/y e h(z,y) = log(y/z), teremos df = a, dg = 8 e 


é óbvio. Quanto a (ii), comecemos com o pullback 2º (dy) 
-w = j-ésima coordenada do vetor w € Rº e que, para todo 
v € U e todo v € R", a j-ésima coordenada de g'(x) -v é igual a pi S) (dra), 


a dofinição de p'w nos dá 


“= do(a) yE) v= dy (a) = 55 DE) (do eo) 


a então do item (i) que w(u) = Eay(y) - dy; implica 


(etuta) = E (Dote: Bo) -as 


começamos lembrando que df = f’. Então, pela Regra da Cadeia, 


PANE) = (dp) o'l) = Fela) -p (E) = (f o gY (2) = dif o 9), 
Ow itens (iv) e (v) seguem-se de (iii). E (vi) segue-se imediatamente da Regra da. 
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1.3 (i) Definindo q: R—(p) + R?— {0} por (2) = 2—p, vemos que Ny = "8 
Resulta então do exercício anterior que f}, é uma forma fechada em R? — {p}. Se fosse 
Ny = df, com f: R? — fp) > R então, considerando o difeomorfismo y = p™', para 
o qual se tem N = YQ, viria 9 = y'(df) = d(f o) e N seria exata em R? À (0), 
uma contradição 

(i) A definição natural de uma função-ângulo 8: U — R de vértice p requer 
que seu domínio U esteja contido em R? — {p}, que 8, seja de classe C™ e que 
para todo ponto (z,y) € U se tenha cosf,(7,9) = (z — T-a) + Ub, 
sen8p(z,y) = (y — b)/ E-a} F 4—0) onde p = (a,b). Então, considerando 
novamente o difeomorfismo p: R? — {p} > R? —{0}, ¢(2) = z- p, e pondo V = p(U), 
vemos que as seguintes afirmações são equivalentes: 

T) 9, é exata em U C R? — fp); 
1) Q é exata em V C R? — (0); 
IIN) Existe uma função-ingulo 9: V -> R; 
IV) 6p: U > R, definida por 6,(2) = &(z — p), é uma função-ângulo de vértice p. 

Finalmente, para provar o item (iii) basta observar que se p é uma semi-reta que 

contém o ponto p como origem então po = {2—p; z € p} é uma semi-reta de origem 0. 


a 14 Seja w = ade + bdy, logo f -w = (f -a)dz + (f -b)dy. Levando em conta que 


E= p. vemos que 
ALD Aa) 5 044 E, 
& a Sid 

Como a e b não se anstam simultaneamente em ponto algum de U esta igualdade 


significa que, para todo (2,9) € U temos 2£ = ra, $£ = k-b, onde 


+= (eke A) e 


im, S(P") onde P* = (P,6) e 


2.1 Sabemos que f, w= 


SPY = PO ED VE (ti — timi). 


A diferenciabilidade uniforme de y (Teorema 4, Capítulo 2, Volume 1) assegura que, 
para todo £ > O dado, existe é > O tal que |P] < 5 e t; < t; implicam 


pe z) 


ts 


Y 


me-a 


para todo intervalo [t;-1 
quaisquer que sejam é € 


i] da partição P, sendo M > O tal que 
ev €R". Então |P] < 5 nos garani 


koen (cat y 


GTi- 


IEP- S(P°)] < 


cd 
SM Et 
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J-W MS hlt -Alt S M-e) 


paw f af) S'e 


oND- Gen) 


O! por partes, contido em 
temente próximo de 1, o cz 

sse f, os O, toman 

caminho fechado y, de classe O" por partes, contido em U. 


1 
2.5 Como dz = de + idy e $ = 


ZIN (dz + idy) = 


zde tydy etade l g HiS 
Try E 


Eri ER 


= if, para todo caminho fechado y de classe C! por partes, contido 


2.6 Seja f =u + iv, onde u,v: U > R. Então 


Sle)dz = (u + iv)(de + idy) = (ude — vdy) + ifodz + udy)- 


é uma forma fechada se, e somente se, 3º = — 3º e $ë = z. 


as equações de Cauchy-Riemann, que caracterizam f = u-+iv como junção holomorfa, 


t) coss, (1 — t) sen s) = H(s,t). Como H(0, 

; im disso, se definirmos ‘p: [0,25] > B pondo 
1 — t) coss, (1 — t)sens), veremos que F o p= H. Como ẹ é cor 

iva, conci a que F é contínua, em virtude do Teorema 20, Capítulo 2, 


E E —U com 
Seja r tal que |a| < r para todo z € U. Tomemos p € R° 
Á contido no complemento Rº — p da semi-reta p = (t-pit > 0). Por 
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um exercicio anterior, existe uma fanção-ângulo de vértice p definida em R? — p, e 
portanto definida em U. 
ii) Como no item (i), fixamos q € R? — U tal que existe uma função-ângulo de 
q definida em U, ou seja, a forma 9, é exata em U. Devemos mostrar que, 
para todo p € R? —U, a forma 9 é exata em U, isto é, que f, h, = O para qualquer 
caminho fechado y: [e.d] > U, de classe C° por partes, Para isto, tomamos um 
caminho A: [0,1] > R?—U com A(0) = pe A(1) = q- Os caminhos 7—p, y—9: [e,d) > 
R? — {0}, definidas por £ => A(t) — p e t => Mt) — q, são livremente homotópicos por 
H: [edx [0,1] > R? —{0)}, H(s,0) = 4(s)-A(8). Então f M = J, ,0=[ RE 
J, 9s = 0, à última igualdade valendo porque 2, é exata em U. 


3.3 Dado o caminho fechado 7: [a,b] + Rº*!- (0), a aplicação H 
R"+! — {0}, definida por H(s,e) = (1 — t) -s(s) +£ 

re entre os caminhos fechados 7 e y/|y] em R+ — {0}, 
em S*. Quando n > 1, S” é simplesmente conexa, logo 7 
um caminho constante. 


o este último contido 


3.4 Seja dim E = n — k, com k > 3. Tomando em R” coordenadas rel 


vre entre y e o 
caminho fechado s (7:(s), = {0}. Como k > 3, R* — {0} é simplesmente 
conexo, logo este último caminho fechado é homotópico a uma constante. 


3.5 Basta observar que f, fiw = fy, € que F é uma homotopia entre os 
caminhos foo e fio? 


4.1 Podemos supor que os caminhos fechados 
n(m) = nfr) = n, são definidos no mesmo intervalo [2,6]. Sejam 61,0: [a, 
funções-ângulo de) e2 respectivamente, Temos 6:(b) —0, (a) = 6 
Definimos então uma bomotopia H: [a,8] x [0,1] > R? — (0) entre Oy e 
para cada s € [a,8] e cada £ € [0,1] 


Hs )=((1-8)-Im 


a: los] > Rê {i 


+t- la(s) 1- t) Aa(s) +t Oal 
onde E(z) = (cosz,senx) é a função de Euler E: R > 5º, Evidentemente, H 
é contínua, H(s,0) = (s), H(s,1) = (s) e, usando a hipótese segundo a qual 
my logo H é 


ivremente ao caminho 


4.3 Seja c= f, w, onde 1: [0,25] =+ R? — (0) é dado por m (t) = (cost, 
Então à forma w —e" tem integral nula sobre o caminho yi . Pelo exercicio anterior, 
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w — c: Q 6 exata, ou seja, existe f: R? — (0) + R tal que df = w — c -9 isto é, 
w=df teh 
4.4 Segundo o Exercicio 2, devemos provar que J, w = 0, onde y 


2—{0} é dado por yı (t) = (cost, ser ivremente homotópico 
RrU o) (mediante uma Romotop “e Dza) — Rê = (0), 
= (ricos s, r-sen s). Como sabemos, f, w =r 


PR 


fazendo r — 0, concluímos que f, «= 0. 


€rM ds. 


ack w = P*Q da forma elemento de êngulo 9 pela 


i) A forma w é o pul 
j), definida no aberto 4. Como 9 é fechada, 


(2,9) ++ (le, 
umbém é 
ima, soja F( 
P( = 0, o disco B estari 
taem B e daf fow =0. 

4.6 Temos f(z}dz = (u + iv)(de + idy) = (udr — vdy) + i(vdz + udy) logo 
f, 1ds = [p (ido —vdy) +i- Jy vde +udy = O pois as formas udz —vdy e ue + udy 


Šio fechadas (já que f é holomorfa) e o caminho y é homotópico a uma constante. 


Se não existise z € B tal que 
A da forma w, a qual seria exa- 


2. Formas alternadas 


11 


Analogamente se vê que s(a : w) = a: (s +w) se a € R e w € E x E, portanto s é 
bilinearidade de f e das definições 


car, Por outro lado, a 
fileet 

1.2 Sejam {e1,.--,€4} C E uma base e {ē1,..-,ën} C E" sua dual. As formas 

definidas no Teorema 2, constituem uma base de F- Defiramos a trans- 

que, para cada segiiência (s) = (11,... ir), seja 

ações r-lineares f, fo p: Ej x =- x E; +E 

Fi , portanto f = f o p pelo 


Como dim £(E";F} = m - m, basta provar que as transformações li- 
25): E* = F são linearmente independentes. De fato, se tivermos 
O então, considerando a base dual {ē1,.--,ëm} C E", para cada 


elui) -vy = D arzt; logo ary =0 
ko todo j pois os ty são linearmente independentes. 


ear 4: L(E"; F) > G tal que p= o 
Je F. Então as imagens ylw 
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formam uma base de C(E*; F) e pomos Y(y(u;,u/)) = plus, t). A unicidade de q 
resulta do fato de que qualquer $: L(E"; F) -» G linear que cumpra é = Y o p deve 
coincidir com na base formada pelos (ui, tj), logo é igual à 7. 


1.4 Dados u = (r3,...,20). v = 


Wa) em R", temos u = 


Eus oeo Sua) = Ez 


+ ou seja, f(u, v) é a matriz [24-95]. Ora, é bem 


Sabido que as matrizes deste tipo são exatamente as que têm posto 1 ou são nulas 
15 () fu) = F Uutvu to) fu- uuo) 
= lola uuto) -guvu = a) = glu) 
(6) Aee) = FU) + Ao) G) — 


2 
logo todo f bilinear é soma de uma simétrica com uma antisimétrica, Quanto à 


unidade, basta observar que uma aplicação bilinear que é, ao mesmo tempo, 
e anti-simétrica, é nula. Assim sendo, se f = a + s = a' + s', teremos a — 
portanto a =a es =s. 


2.1 Aplicando diretamente a defini 
f(v v) = f{z1e1 + yer, £261 + rea) = mimo: f(e 
+ migo f{en,62) + yi2 - flen,e1) + yiya- f(er,ea) 

= (z1y2 — zen) - f(e1,€2) = a (rg — xa). 


, temos: 


2.2 Se um tal vetor w = (a,b,c) de fato existir, devemos ter f(e1,e3) = 
casu) = (es, w) = c e, analogamente, f(es,e1) = b, f(c2,3) = a, ou seja, só pode 
ser vo = (fl esta observação, consideremos o 
vetor w assim dese linear alternada g: R? x R° —» R 
pondo g(v,02) = (t x vaw). Teremos então gfe1,e2) = f(e1,62), gleare3) = 
Flea,e3) e gle1,e3) = f(ei,e5), portanto g= f. 


2.4 (i) Dizer que uma forma r-lincar f é alternada significa afirmar 
para toda transposição 7 de r objetos. Lembrando que a correspondé 
uma bijeção do conjunto 6, das permutações de r objetos e que Ere = —<, , vemos 


quer(A-f)=Descrlof)=— Lero c(ro)f=—A-f. 


(i) Como toda permutação é um produto de transposições, se a forma f é al- 
termada, tem-se af = £» : f, Jogo Af é uma soma de r! parcelas, todas iguais a 
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sUr € E, tem-se (fc. cftv) = 


He 
AR 


portanto A- (frf) = fi A 


2.5 Observe que se a lista v 
linearmente dependentes, logo f( 
simétrica, 


+ possui repetições então esses vetores são 
+) =0. Portanto f é alternada, donde anti- 


2.6 (i) Comece observando que, fixada uma transposição 7 de r objetos, tem-se 


Eco = -ëz para toda o € 6. Como P co = Esr = -Ese , Segue-se que 
E s 


5 cs = 0. Portanto, se f é simétrica, tem-se Af = Des cof = (Eeo) -f = 


O. Quando r = 2, a igualdade 
i e eA f(v, u) identi 


4) mostra que Af = 0 
Por outro lado a forma 


ica mas cumpre A- f = 0. 


3.1 Seja n = dim E = dim F. Consi 
B: An (F) -> Ba (F) 6 p": Ma (F) > ol 
o B". Sabemos que, para todo f € Mn(E) e te 
e B'g = det B - g. Tomando g É O, tem-se g'g É De det A- g'g = a 
y" (B"g) =p" (det B - g) = det B - "g, portanto det A = det B. 


3.2 Sabemos que deta? = deta. Como a é anti-simétrica, temos a" = —a. Logo 
deta = deta = det(-a) = (—1)" deta. Se n impar, isto nos dá deta = — deta; 
Jogo deta = 0. 

3.3 Sea € M(n x n) é uma matriz do tipo mencionado ent 
elementos de sua i-ésima linha são nulos. Podemos transformá-la numa matriz tri- 
angular inferior levando a última coluna pera o primeiro lugar, mediante n— 1 pulos 
(transposições), a penúltima coluna para o segundo lugar com n —2 transposições etc. 
No total, fazendo "E1 = (n—1)+(n—2)+--:+ 1 transposigões nas colunas de a ob- 
temos uma matriz triangular inferior 
Como o determinante de a” é o produto dos elementos da diagonal principal, esere- 
vendo sa = n(n — 1)/2, vemos que deta = (1) au-aza-1"-..:2ot. (Observe-se 
que s4 é par quando, e somente quando, n dividido por 4 deixa resto O ou 1.) 


os primeiros m — é 


ten € R" tais que 
t y v, wis -- -1 Waa] É O portanto 
glu) É 0. Assim, p é injotiva. Como R" e Ma-:(R") têm a mesma dimensão n, 
segue-se que p é um isomorfismo. 

. estaca) = a o valor de (n — 1}-forma pv) na seqüència 
Ponha f = a: A 
é a base dual de {wywi 
sumem o mesmo valor a(o 
Flow 


. Logo (0) =/= a-s AnA tna 
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Com efeito, toda forma (n — 1)-lincar alternada g € An-1(R") é do tipo 
g= (v) para algum v € R". 


4.2 Supondo que existissem f = (a1,az,a3,a4) e g = (bı, bz,bs,ba) tais que 
F Ag = E Nën + Es AE, dai resultaria que (f A g)(enes) = (F A g)(enea) = 
U A glenes) = (F A gleaca) = O, logo arbs = asbn , aiba = aab , aby = asba M 
aba = asa. Considerando os vetores b) ER, i= 1,2,3,4, as igualdades 
acima significam que estes 4 vetores são colincares. À colinearidade entre vi e Vs NON 
dá arb = ab , logo 0 = ab: — azb = (f Ag)(e1,e2) = (E Aē2 +83 A84)(er ea) = dy 
uma contradição. 

4.3 Considere uma base (fi,..., fesjesis--csju) C E" cujos primeiros r elos 
mentos são os funcionais dados. Para cada j = 1,.--,r, podemos escrever gy = 


tasks - Então, fazendo os índices é, j variarem de 1 a r enquanto K 


n, temos 


9=Dhto=Das-b ht aus hhh 


Sa nas tEh 
Como as formas fp A fg com p < q constituem uma base de (E), levando em 
conta que se tem j < k sempre, segue-se que az; = O para todo j = sr e todo 
k=r+1,...,n, portanto os g; são combinações lineares dos f; apenas e, além disso, 
nas expressões g; = Ss; fi tem-se as; = aji 


f € (RJ e viy.-.,t, € R" definidos por fi = Poan 


= Eas -bay é o ij-ésimo elemento da mataia ab, 


Afro 
sve) = detb 


5.1 Sejam fi, 


ey= È w- ez. Então fi 


Escrevendo fi A++: A fr = E detaw - Ex e lembrando que ne Ex 
ficamos com detfab] = 3) detax - derby 
5.2 Seja a € M(n x (n + 1)) a matriz cujas linhas são os vetores tu enquanto. 


b € M((n + 1) x n) tem como colunas os vetores v. Então, pelo exercício anterior, 
levando em conta que o ij-ésimo elemento da matriz ab é (u; v), temos 


detlfu,e)] = detab = Bata detb: , 


onde a; é b; são as matrizes nxn que resultam de a « b por omissão da k-ósima coluna. 
c da k-ésima linka respectivamente. Lembrando que w x -+ x dx = Y detan cj t 
ti x+- xe = F detby ex , obtemos a igualdade cetíçui, 05)] = (w x 


5.3 Primeiro observemos o seguinte: se A: E =» F é sobrejetiva então At Mo (Lys 
(E) é injetiva. Com efeito, sendo sobrejetiva, A possui uma inversa À direta, que 


= Matti 
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na transformação linear B: E — E tal que AB: F — F é a aplicação identidade. 
Então BA” = (AB): %-(E) —» AN-(F) também é a aplicação identidade, logo B° 
é inversa à esquerda de Aº e consequentemente 4º é De modo análogo se 
mostra que se A: E — F é injetiva então A”: (F) -+ SL. (E) é sobrejetiva. Seja 


(E) Er (Fo) 28 06 (E). 
Segue-se que o posto de A* = Ag o i" é igual à dimensão de % (Fi), que é 


6.1 Temos, por exemplo 


h=watab, f= = atê, hos 8:48, logo 


fam aid NT oa dE e 
Ai Afa A fy =a -ëa Aës AB taz- Aës Aës tas E AESA E 
ari Anë 
e assim por diante. 
Ora, alterando, se necessário, a numeração dos elementos da base de R” podemos 
escrever cada f € Mn. como f = È 


AB Ac Aën com 


a # O salvo, naturalmente, o caso óbvio em que f = 0. Assim, toda f € Ma 1(Rº) 


é decomponível. 


6.2 Se estes conjuntos são bases do subespaço $ C E” então dim S = r e 
im, (8) = 1. Como fi A++ A fr e gi A+++ A gr são elementos não-nulos de A(S), 
existe å O tal que gi A Age =a-f1A---Af;. Reciprocamente, se vale esta igual- 
jade então para todo h € E”, tem-se hA(fi A-=+A f) £ 0 & hA(g:A:--Age) O, ou 
+ fr) 6LL se, e somente se, (h,91,.-.,9+) É L.I. Portanto os conjuntos 

sf} e (arv-..,8+) geram o mesmo subespaço S C E”. 


S é um subespaça vetorial de E". Seja A: E" — S a trans- 
A fr» Pela própria dëânicão dë S, A 
ses fo, fife) 


0.4 Se fo = O então w"! tem pelo menos grau n + 1, logo é igu 
n = dim E) portanto w, neste caso, não possui inverso, Suponhamos agora 
ja fo = 1. Então, escrevendo & = 1 — w, temos "+! =0, logo 1 = 1—0"! = 
+"). Como 1-6 = w, vemos que w possui o inverso 1+ +: +" 
s geralmente, se fo = a 0, temos w = a «us onde à componente de grau O de 
possui inverso e w também possui. 
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3. Formas diferenciais 


1.1. Sendo uma forma de grau 2 
w Aa = 0, temos, para cada p € U, plp) A lp) A alp) = 
lineares ¢(p), Vp) e afp) são coplanares no espaço vetorial (RÉ 
são coplanares pfp), v(p) e B(p). Como é 

formam a base de um plano Il(p) em (R*)*, ao qual pertencem p(p) e W 
wl) = pP) AW) = 4(9)-la(p) A B(9)] pois fa(p) A (p)) é uma base de Mo(TI(p)). A 
igualdade w = f-cr implica que se a e 8 são de classe C*, f também é, Com efeito, 
sejam w = adz A dy + bdy Adz + cdr Adz e a A = a'de Ady + dy Adz+ cd 
Cada p € U possui uma vizinhança A em todos os pontos da qual se tem, digamos, 
a' #0. Então de a = f - a' resulta que f = a/a' em A, logo f € C*. 


1.2. Se M é orientável, a forma elemento de volume atende à questão, Recipro- 
a forma continua de grau máximo, com w(z) É O em todos o8 

Pontos z € Af, diremos que uma parametrização p: Uo —+ U C M é posit 

U for conexo e, para todo z = (u) € U, tivermos w(z) 

O conjunto % dessas parametrizações chamadas de posi Para 

mostrar que A é coerente, sejam p: Uo + U e %: Vo —> V pertencentes a A, 

=y) EU 

mos (Volume 2, Capítulo 7, Seção 4) que a matriz a = [a; 

($E(0),..., 2 (0)} para à base {22 (u), ..., a22 (u)} em TLM 6 à matriz jaco 

biana de £ no ponto u. Além 


camente, se w 


orientável. 


1.3. Seja w uma forma contínua de grau máximo, diferente de zero em tos 
dos os pontos de N. Seu pullback fw tem as mesmas propriedades em M pois 
F(E): T-M > TiN é 

1.4. Sejam w em M e & em N formas diferenciais contínuas € positivas, cujas 
existências caracterizam as orientabilidades de M e N, Para todo z € M existe um 
único número Mz) # O tal que ($º5)(z) = A(z) -«(2). Como A: M — R = {0} 
é contínua e Af é conexa, ou bem A(x) > O para todo z € Af (e então preserva 
orientação) ou A(z) < O para todo x e f inverte orientação. 


1.5. Que f é um difeomorfismo, é claro, pois f o f = id. Quanto à orientação, 
em cada ponto z € R" — (0) o espaço tangente R” se decompõe na soma direta Rº »» 
E. GF. onde E, é formado pelos múltiplos do vetor z e F; pelos vetores ortogonali 
az. A derivada f'(2): Rº > Rº deixa invariante cada um desses subespaços. In 
F» cla é simplesmente a mul 72, onde r = [af pois 
go da qual f é simples 
Por outro lado, f'(x) transforma todo vetor u € E 
múltiplo negativo de v pois f, ao longo da semi-reta aberta formada pelos pontos. 
u= z/|z], t> 0, tem a forma f(t -u) =s- u, s = 1/?, logo tem derivada negi 


1.6. Seja A o conjunto das parametrizações do tipo f op: Us > W C N onde 
4: Uo > U C M é uma parametrização positiva tal que U é conexo, e fi U = W b 
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um difeomorfismo. Evidentemente, A é um atlas. Para provar sua coerência, sejam 
fop: Uo >W, fo: Vo» Z pertencentes a Y, com W N Z É Ø. Então 


toy olf oy) =Y oV (Uo: (Fop) (WAZ) > (ow) 


éa composição de difeomorfismos que preservam orientação, conforme a hipótese fita 
sobre f. Segue-se que A é coerente. Pelo Exercício 4, ou ambas as transformações 
lineares f'(r (onde y = fz) = (2) 
preservam orientação ou ambas invertem. Em qualquer caso, a composta f'(a)" 
(21): Te M -> Tea M preserva orientação. 


nz) 


1.7. A primeira coisa a observar é que f(z) = f(y) & y = +r. Em seguida, 
consideramos cada matriz simétrica [r; - r;] como um ponto de Rº(*="/2, levando 
em conta apenas os elementos z; -zj com į < j e dispondo as linhas uma após 
a outra, em sua ordem natural. (Por exemplo, se z = (21,72, f3) então f(x) = 


(æ? rira, tza, 13, za29,28). Sem perda de generalidade, dado z = (24,...,2n41) € 
Rº+! — (0), podemos supor rı É 0. A matriz jacobiana Jf(r) € A x(n+1)), 
onde m = (n+ + 2)/2, tem posto n + 1 pois suas primeiras n + 1 linhas formam 
a matriz inve 

m 00 o 

non 0 o 

B 0a. 0 

e O TO e n, 


Portanto, para todo x € R"* — (0), a derivada J'(1): Rº*! > Rº (onde m = 
(n+ 1)(n + 2)/2) é injetiva. Em particular, chamando ainda de f a restrição à esfera 
8º, a derivada f'(z): T-S" + R" é qualquer que seja z € S%, Assim, se 
sp: Uo = U C S” é uma parametrização tal que U não contém pontos antípodas, a 
composta fo: Uo — V = f(U) é uma imersão injetiva. Para mostrar que fop é uma. 
parametrização em P” = f(S* que P” é uma superfície, resta provar que 
aimagem (A) de todo aberto A C S* é um conjunto aberto em P” = f(S”), ou seja, 
que F = P” — f(A) é fechado em P (ou em R", tanto faz pois P” é compacto). Ora, 
(F)) e, escrevendo —A = (-2;2 € A) temos 
—A aborto em S", logo MF) = 8° — f- {F} = S° — PI f(A) = S" — (AU (-A)) 
é fechado em S", portanto compacto e daí F = H(f é compacto; portanto 
mos então que P” é uma superfície compacta n-dimensional em R™, 


= TaS", tem-se F(-2) +. f'(2)-v = —u, ou seja, a transformação liacar 
Pier) t. P(E): Ty5" -> T- 3” 6 simplesmente a multiplicação por —1. Aqui cabe 
äi Como espaços vetoriais, T+ 5" e T-zS" coincidem. (Por isso 

uma transformação linear TeS" > TaS" é a 
va em TeS” 


TaS" -> T-a" que preserva a. 


De acordo com o exercício anterior, o espaço projetivo P™ é oriontável se, e somente 
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2.1. Todas as afirmações são verdadeiras, exceto a terceira. A primeira, porqu 
toda forma de grau n em Rº é fechada, logo é exata pelo Lema de Poincaré, À 
segunda, porque a A dê = d((-1)" a A 8) onde r = grau de a. A terceira é falsa por 
causa da primeira ou, mais explicitamente, porque a forma di w= da NA 
dz, , elemento de volume de R", cumpre w = da, onde a = È E(-1)*a;-de A 

«dr; A++: A den (No Capítulo 5, veremos que a referida afirmação é verdadeira 
quando Af, além de orientável, é compacta.) 

A quarta e a quinta afirmações são verdadeiras porque d(f"w) = f* (du): 


2.2. (i) Temos d(f xo) = dfAw+ f-du = O. Daf resulta que df Av hu f du Aus i, 
ou seja, f - do Aw =D. Como f(z) # 0 para todo z € U, conclui-se que dw Aw = () 

Gi) À forma w = zdy+ydz+zdz em Rº é tal quewAdw = (z+y+2)drAdyndz 0 

(ii) Sendo f um fator integrante de w, temos df Aw + f -du = 0. E de a = 
w+ f- drs+1 resulta que da = du + df A drn. Portanto a A da = w A dw — (df A 
t+ f - dw) Adzng1ı = O em virtude de fi). 

(iv) Como w e dw não contêm o fator den , de a Ada = O resulta que df Aw + 
f -da = 0, ou seja, d(f -w) = 0, logo f é fator integrante de w. 

2.3. Considerando a projeção radial f: Rº*! — {0} -+ S”, dada por f(x) =w/fal 
e à aplicação de inclusão i: 5º R+! — (0), temos foi = id: 8º = S" logo, duda 
sa forma em RP?! — {0} cuja restrição i 


=r f w= lf oi w =w. 
uma forma fechada w de grau 1 em Sº é a restrição da forma fechada. 
iplesmente conexo R*+? — {0}, logo & = df é exata o dal 
w = df, onde f = f|S*. A função f: S* > R assume seu valor máximo num ponta. 
z € S, logo (z) = df(a) = 0. 

2.4. Evidentemente, se w é exata em P” então f*w é exata em 5". Suponhanios, 
reciprocamente, que f*w = da seja exata. Devemos achar oo em P” tal que w = day 
Para isso, introduzimos a forma à = f, onde À: 5º — S” é à aplicação 
antipoda definida por A(z) = —z, e A*a é o pullback da forma a mediante A’, Vêm 
facilmente que A'à = à e que då = F'w. A igualdade A'ā = à, implica que exista 
uma forma ao em P* tal que à = fºas. Para definir ao, tomemos arbitrariamenta 

sws E TyP* {r = grau de ao). Então y = f(2) = f(-4),0 € 5º 4 
=[(-2)(-u), ve TS -T.S",i=1,...,7. À definição dë 


oa(u) (us. ywr) = (e) (0-1,0) = (2) teta) 
ima igualdade valendo porque à = Aº-&. Ela significa que ao está bem definida. 
é a primeira igualdade acima quer dizer que /º ao = à. Então 
F (dao) = d(fao) = dā = f'w. 

Como f é um difeomorfismo local, f* é um isomorfismo linear portanto de f* (dag) = 
fra resulta que w = dao. 

2.5. Consideremos o difeomorfismo local f: S" —» P*. Sew é uma forma fechada 
degrau 1 em P®, seu pullback f*: é ainda uma forma de grau 1 fechada em 5º, Coma 


a esfera S” é simplesmente conexa, fe é exata. Pelo exercício anterior, seguosso quo 
a bexata em Pr, 
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Observação. Vê-se deste modo que para toda forma fechada à de grau 1 em 
P" tem-se f, w = O para todo caminho fechado y em P*. No entanto, isto não quer 
dizer que P” seja simplesmente conexo. Por exemplo, se y: [9,7] -+ S*, definido por 
= (cost sent, 0,...,0), éa metade de um círculo máximo n= fer: 0,7] > 

caminho fechado em P* que não é livremente homotópico a uma constante 


» pág. 78.) 


4. Ohne Titel 


2:2 Ow itens G) a (i) são imednos a= o e = ton A reapogia do tm 
é e= 1/2. A razão é a seguinte: a normal a M pelo ponto p = (s,s?) corta o eixo 
y, que também é normal, no ponto q = (0,5? + 1/2), cuja distância a p é y5? + 1/4, 
de 1/2 quanto se queira, desde que |s] seja pequeno. Logo e < 1/2. 
as retas normais a M só se intersectam após pelo menos w 


—{0}, definida por H(2,1) = (1t)z-+tr/|e] é uma homotopia 
ção identidade id: Rº*! — {0} > Re! — {0} e io f. p 
idere f: MXR" > M, f(zr,u) =z eg: M > M xR", g(z) = (2,0). São 
ncias homotópicas, uma inversa da outra, pois f og: M —> M é a aplicação 
idade e H: (Af x R = M xR", definida por H(x,0, 1) = (2, (1—t)e) é 
.omotopia entre a ap! lentidade de M x R° e go f: M xR" > M x R. 

(d) O argumento aqui tomamos f: U -+ C 
definida por (v,2) = (v/l 1,2) = (0,2). Então 
fog: O > O é à aplicação identidade enquanto que go f: U -> U é homotópica à 
identidade de U mediante H: U x [0,1] > U, definida por H(v, =,8) = ((1— Dj + 
tua) 


inversa homotópica de f. Sew = da € A” 
é exata então f"w = f" (da) = dl") éexata em M. Reciprocamente seja co € A" (N) 
uma forma fechada tal que f’w = dô é exata em N. Como fog = id: N > N, o 
Teorema 3 assegura a existência de a € A!) tal que (f o g)"w — w = da, ou seja, 
w= 9"(1"w) — da = g'(df) — da = dg" — a), logo w é exata. 


O fibrado normal da superfici 
((2,0) € M x REP; u € TEME). Se VelM) é um 
de classe C* (k > 2). O conjunto U = (2,1) € Af; Jul < e(2)) é a imagem inversa 
F- (VMD), logo é aberto em vM e contém a seção nula Mo = ((2,0) € vM;x € M). 
E, como se viu no Capítulo 4, f é um difeomorfismo local bijetivo, portanto um 
difeomorfismo, de U sobre 
homotópica, cuja inversa é a inclus 


(M). A projeção m: Ve(M) = M é uma equivalência. 
i M = Ve(M). À homotopia que faz o trabalho 
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É H: Vi(M) x [0,1] — V(M), definida por H(f(z,v),t) = f(z, (1 — t)u), onde f to 
difeomorfismo, definido acima, de U C vM sobre V, (M). 
2.1. Seja fu + fv = 1 uma partição da unidade de classe C%, estritamente. 
subordinada à cobertura M = VU V, assim as funções fu, fv: M — [0,1] são tais 
fu CU e suppfv C V. Definamos a € A'(U) e É € A"(V) pondo 
a(z) = fy (2) w(z) se z € UNV e a(z) = 0 se z € U — V, p(z) = —fu(z) w(a) 
sez E€UNV e p(z) =0 se z € V —U. Então, para todo z € UNV, a(z) — B(x) = 
fvz) -w(z) + folz) (x) = u(z). Se du = 0 então da — d8 = 0 em UNV portanto 
as formas da e d8 coincidem em UN V, e assim definem uma forma 7 € A” 
(Note que y é exata em U e em V mas não necessariamente em M = U U V.) 
2.2. Se X C R" é fechado entã (X) é fechado em 
portanto em F. À família dos fx '(, 
é fechado e conseqüentemente f é contínua. 


2.3. Este fato, que merece ser mencionado © 
imediata do Teorema 8. 


itamente, é uma conseqüência 


2.4. Seja f +g = 1 uma partição da unidade de classe C* estritamente subordi- 
nada à cobertura aberta M = U U (M — F). Temos supp. C U e supp.g C M — P. 
Então, para todo z € F, vale g(z) = 0, logo f(z) = 1, Além disso, f(x) = O para 
todo z € M —U. 


2.5. Como no exercício anterior, obtenha f: M > R tal que f(z) = 1 para todo 
zEFef(a)=0ezEM-U. Se p = (1,..-, pa) defina, para cada i = 1... ma 
função dr: M >R pondo &;(2) = f(z) Então a aplicação ®: M — R" cujas 
funções-coordenada são #ı,..., $n coincide com q em F. 


5. O Teorema de Stokes 


1.1. Se w: U — (R"}* é uma forma contínua de grau 1 em U e y: [0,6] > U 
é um caminho de classe C°, então a integral curvilínea f w, conforme definida no 
Capítulo 1, exprime-se, em termos dos conceitos e notações do Capítulo 5, como a 
integral fi sf": do pullback f"w ao longo da super 
a,b). Um “caminho” em dimensão > 1 seria uma aplicação c MSNe 
Se f € C`, o papel de integral curvilínea seria desempenhado pondo-se, por defini 
Jy = Jre F79, onde w é uma forma diferencial continua em M, cujo grau é ig 
dimensão da superficie Af, que se supõe orientada e compacta, com bordo. 


1.2. O ponto crucial consiste simplesmente em observar que se z < O então a] = 
=x. Então o Teorema de Mudança de Variáveis para integrais múltiplas, no caso em 
que det Jh(z) < O para todo z € X, lê-se fiy) flu)dy = — fy f (h(2)) - det Jh(a)de. 
À partir daí, prosseguir como no texto. 


1.3. O campo de vetores v: S" -> Rº*!, definido por v(2) = f(2) — (2, H(2)) 1a 
é tangente a S”. Como n é par, devemos ter v(z) = 0 para algum z € S". Isto só 
pode ocorrer se (a) = tz. 

Se n é ímpar, então n +1 = 2k é par e os pontos da esfera S" podem ser escritos 
šob a forma z = (21, y1, 72, y2 ..., 4, ya). À aplicação f: S° = S*, definida pondo- 
riesi umpre f(z)  z e f(z) f —z para todo 
ses 
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1.4. A projeção natural f: S* > P*, f(z) = [t - z5] se a = (æn: ---1£n+1), É 
um difeomorfismo local, logo f'(1): T-S" > Tya P” é um isomorfismo, para todo 
x€ 8”, Dado o campo contínuo w de vetores tangentes a P”, definimos o campo 
vem Sº estipulando que /'(2) - (2) = w(f{z)) para todo z € S°. Como n é par, 
existe z € S* tal que v(2) = De, consegiientemente, w(f(x)) = 0. 


2.1. De acordo com a definição dada, dizer que f: K > L é um difeomorfismo 
de classe C* significa que existem abertos A, B tais que K C A C R° cLCBCR" 
e aplicações p: A —> R", — R", ambas de classe C*, tais que W(y(2)) = z 
E AOO) = y paia qualquer st K'69 € É. Siguen dai que, em fodo ponto 
x€ K, a derivada p'(2): R” — R" é um isomorfismo e, por conseguinte, cada z € K 
é centro de uma bola aberta (que podemos supor contida em A), restrita à qual é 
um difeomorfismo sobre um aberto de R". Então, diminuindo À se necessário, é lícito 
admitir que : A — R” é um difeomorfismo local que o subconjunto K C À 
homeomorficamente, Afirmamos que existe £ > 0 tal que, chamando de E a reunião 
das bolas B(z;6) C A, com z € K, ọ é injetiva em U, logo é um difeomorfismo 
de U sobre um aberto V C R". A existência de £ é provada por absurdo, usando 
tamente o argumento empregado para obter a vizinhança tubular. (Veja as 10 
as que precedem o Exemplo 1, Capítulo 4.) 


2.2. Considere cada = = (x,y) € R? como o número complexo z = z +iy. Defina 
morfismo : P — H pondo simplesmente 4(7) = =* para todo z € P. Se 
iderari > Peo 


de do caminho À no ponto £ = D é horizontal ou vertical conforme 
a ou à esqureda (não respectivamente). Então 


Sejam w uma forma continua de grau 
va em M. Teríamos Juh'w < 0. Mas, como À é homotópico à 
identidade, valo fy h'i = fyw > 0. Contradição. 


2.4. Basta tomar N = M x [0,1) 


como está contida em R?, seria 
não poderia ser a faixa de 


ter dimensão 
bérm orient 


não se está supondo que f(B) C B, logo o Teorema de Brouwer 
amente a f. Então introduzimos a retração p: R"! — B, definida 
se |z] > Le p(z) = z se |z} < 1. Agora o Teorema de Brouwtr 
ia ag = pof: B- B. Seja z € B tal que (2) =l (2)) = x. Selor 
< 1; teremos p(f(x)) = f(z) = z e z será um ponto fixo de f, como se deseja. 
Se, entretanto, for |f(2)| > 1, duas coisas acontecem: primeiro, tem que ser |2| < 1 
pois f(8?) € IF(æ)| $ 1): E, segundo, ha(J (2))l= le/la 
uma contradição. Por conseguinte, todo ponto fixo de g é um ponto fixo de f. 
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3.2. Esta fórmula, que permite reduzir o cálculo de um volume n-dimensional a 
uma integral em n — 1 dimensões, é especialmente interessante no caso n = 2, Ela 
Fela de uma aplicação imediata do Teorema de Stokes, observando-se apenas quo 
a diferencial exterior do integrando é o elemento de volume da superfície 


3.3. Basta notar qi 
a qual é fechada e del 
de fato uma aplicaçãe 


, onde é a forma elemento de ângulo sólido, 
{0}. Se F(2) fosse £ O para todo z € M, teríamos 
MR" — {0} ew = (F-O)JOM, Então seria 


fue [at= farm [ Fun f o=o 
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